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Introduction

Le transport hydrodynamique d’objets allongés comme les fibres, les filaments ou les
flagelles, se rencontre dans un très grand nombre de situations, allant de l’industrie pétro-
lière au transport de micro-organismes. Dans tous les cas, ce type de transport met en jeu
l’interaction entre un écoulement et un objet solide allongé, éventuellement flexible.

Dans la présente thèse, je me suis intéressé aux mécanismes élémentaires de ces interac-
tions. L’objet allongé a été modélisé par un cylindre flexible ou rigide placé entre deux parois
solides. Comme dans les milieux poreux ou fracturés ou dans les dispositifs microfluidiques,
la distance entre ces deux parois est faible. Le diamètre de l’objet est comparable à la dis-
tance locale entre ces parois : il perturbe donc notablement l’écoulement dans son voisinage
et peut même le bloquer partiellement. D’autre part, ce fort confinement empêche l’objet
de se déplacer ou de se déformer beaucoup dans la direction normale aux parois. De plus, la
position de l’objet dans l’ouverture est essentielle pour son transport : il ne subit une force
de frottement avec la paroi que s’il est en contact avec celle-ci, et la force hydrodynamique
de traînée qui tend à le tirer dépend de sa position dans l’ouverture.

Dans un premier temps, nous avons étudié la force de traînée sur un cylindre rigide, en
fonction de sa position dans l’ouverture et de son orientation dans l’écoulement. Lorsque le
cylindre est orienté perpendiculairement à la paroi, nous observons effectivement qu’il bloque
l’écoulement et subit une force de traînée importante. Dans un second temps, nous avons
cherché à déterminer la position d’équilibre du cylindre, et la stabilité de celle-ci. Même
lorsque le nombre de Reynolds est faible, le cylindre tend à se placer à mi-distance entre les
parois. Au-delà d’un nombre de Reynolds seuil d’environ 20, cette position devient instable
et le cylindre se met à osciller. Cette oscillation est une explication possible du dépiégeage
d’un fil bloqué dans une fracture, qui a été mis en évidence dans une étude antérieure (décrite
dans la section suivante). À cause de la géométrie hétérogène de la fracture, le fil se déforme
fortement. Pour caractériser ces déformations du fil à partir d’images expérimentales, nous
avons développé une nouvelle méthode d’analyse basée sur la corrélation d’images. Cette
méthode permet de mesurer les grandeurs qui caractérisent l’état mécanique de l’objet,
comme sa courbure par exemple.

La thématique que nous avons abordée se rattache à de nombreux domaines d’appli-
cations, où des questions similaires apparaissent. Ainsi, en biologie, de nombreux micro-
organismes utilisent le mouvement d’un flagelle pour se déplacer dans un fluide visqueux.
La propulsion de ces micro-organismes a tout d’abord été étudiée en milieu infini [1, 2, 3],
et a inspiré la conception de micro-robots [4, 5]. Cependant, dans de nombreuses situations,
l’effet du confinement est important, en particulier pour les bactéries qui vivent dans le
sol et dans les roches [6, 7], ou pour les micro-organismes qui se déplacent dans un orga-
nisme pluricellulaire, comme les parasites dans les vaisseaux sanguins [8]. La présence de
parois modifie les forces hydrodynamiques créées par le mouvement du flagelle, et ralentit
en général la vitesse des micro-organismes (à puissance consommée fixée) [9, 10]. De plus,
le mouvement de ceux-ci n’est plus rectiligne comme en milieu infini, ils s’approchent des
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parois à cause des forces hydrodynamiques qu’elles subissent [11]. À la différence des fibres
que nous considérons, les micro-organismes se déplacent en général de manière active, dans
un fluide au repos. Cependant, pour les applications à la filtration d’un fluide dans un milieu
poreux, les bactéries qui peuvent contaminer l’eau sont soumises à un écoulement extérieur,
ce qui les rapproche des fibres passives.

Les suspensions de fibres représentent un autre exemple très étudié où interviennent les
interactions entre des fibres et un fluide. L’utilisation de suspensions de fibres courtes est
en effet courante dans de nombreux secteurs comme l’industrie des composites, l’industrie
pétrolière, et bien sûr l’industrie du papier [12]. L’injection de telles suspensions dans des
fractures est utilisée dans l’industrie pétrolière pour colmater les fractures naturelles ou
créées par le forage. Les fractures restées ouvertes agissent en effet comme des «court-
circuits» pour les fluides utilisés pour la récupération du pétrole qui s’y engouffrent et sont
perdus sans jouer leur rôle. En pratique, les fibres sont simplement ajoutées aux boues de
forage, et dès qu’un écoulement est possible dans une fracture, des fibres y pénètrent et
l’obstruent. Les mécanismes de ce colmatage des fractures sont encore mal compris [13].
Les fibres sont également ajoutées aux fluides utilisés dans l’industrie pétrolière lors des
fracturations hydrauliques, afin d’éviter que la fracture ne se referme [14]. Dans les deux
cas, les fibres peuvent être fortement confinées à l’endroit où elles bloquent la fracture,
comme ce sera le cas dans notre étude, qui porte sur les situations où la fracture est très
resserrée. En conclusion de ce mémoire, nous décrirons effectivement une configuration pour
laquelle ce blocage a lieu.

D’autres applications mettent en jeu une fibre unique confinée. Pour remplacer un tissu
retiré lors d’un acte chirurgical, il a été ainsi envisagé d’injecter un fil formant une pelote
servant d’implant. Le fil est placé avec du fluide dans une seringue, et il est entraîné dans
l’aiguille (droite ou courbe) par l’écoulement du fluide [15, 16]. Comme dans la configura-
tion que nous étudions, le transport hydrodynamique du fil est fortement influencée par le
confinement. Une autre application utilise l’injection de fibres optiques dans une fracture
géologique. Les fibres optiques peuvent en effet être utilisées comme capteurs de tempéra-
ture, par analyse de la lumière rétrodiffusée d’une impulsion laser. Cette méthode permet
de déterminer avec une précision du centième de degré la température tout le long de la
fibre optique, sur des distances supérieures au kilomètre [17, 18, 19]. Elle a déjà été utilisée
pour mesurer la température dans des rivières, des lacs et des mines. L’injection d’une fibre
optique dans une fracture géologique donnerait des renseignements précieux, par exemple
pour localiser des sources.

Pour comprendre et dimensionner ces dispositifs d’intérêt industriel, des études anté-
rieures ont déjà analysé l’interaction d’un objet allongé et d’un écoulement dans des confi-
gurations simplifiées. Par exemple, pour déterminer les mécanismes fondamentaux des insta-
bilités qui rendent les suspensions de fibres inhomogènes, des suspensions de fibres de taille
et d’élasticité identiques ont été utilisées, que ce soit expérimentalement [20, 21] ou numéri-
quement [22, 23]. L’écoulement d’une suspension de fibres a été analysé dans des géométries
simplifiées comme une constriction ou un élargissement [24, 25, 26]. Pour distinguer les effets
collectifs liés à l’interaction entre les fibres des effets liés à l’interaction entre les fibres et
l’écoulement, par exemple sur la rhéologie des suspensions, le cas idéalisé de la fibre unique a
aussi été étudié. L’effet d’un écoulement de cisaillement sur la rotation d’une fibre rigide non
confinée a ainsi fait l’objet des premiers travaux effectué sur les fibres en écoulement [27]. Si
la fibre est flexible, elle peut flamber et même former une pelote, lorsqu’elle est placée dans
un écoulement de cisaillement simple [28, 29] ou dans un écoulement élongationnel [30, 31].
Nous nous sommes également placés à l’échelle de la fibre unique mais, contrairement aux
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études précédentes, celle-ci est confinée entre deux parois : elle ne peut pas tourner dans
la direction du confinement. Pour les applications aux suspensions, cela signifie que l’étude
modélise une échelle plus petite que l’échelle de Darcy, si la suspension est injectée dans un
milieu poreux, et les zones où l’ouverture est faible, pour une injection dans une fracture.

Travail antérieur sur le transport hydrodynamique de
fibres en milieu confiné
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Figure 1 – Dispositif expérimental utilisé pour l’étude du transport de fibres en milieu
fracturé. (a) : cas d’une fracture lisse. (b) : cas d’une fracture rugueuse. (Expériences M. V.
d’Angelo)

Avant la présente thèse, des expériences ont été réalisées au laboratoire FAST sur un
modèle de fracture rugueuse par M.V. d’Angelo, dans le cadre d’un séjour postdoctoral
financé par la société Schlumberger Doll research. La question initiale était de savoir si un
fil long peut être transporté par un écoulement dans une fracture, dans le but de mesurer
son extension ou d’y injecter une fibre optique. La figure 1 montre le dispositif expérimental
utilisé [32]. Deux types de cellules transparentes, afin de permettre la visualisation, ont été
employées : une fracture lisse (cellule de Hele-Shaw) qui sert de référence et une fracture
rugueuse, de même rugosité que les fractures naturelles [33, 34] ; L’ouverture moyenne h0 de
ces cellules vaut 0, 65 mm ou 1, 1 mm. Un fil flexible en polyester, de diamètre D comparable
à l’ouverture moyenne (D = 0, 28 mm), est introduit au début de la fracture. Le fil a soit une
longueur faible devant les dimensions de la cellule (W ≈ 100 mm, Λ ≈ 350 mm), voir Fig.
1 ), soit une longueur supérieure à la longueur de la cellule (fils appelés fibres continues).
Deux types de fluides ont été utilisés : de l’eau et une solution aqueuse de scléroglucane
(polymère). Lorsque le fluide est mis en mouvement, le fil est entraîné par l’écoulement dans
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la fracture. Le nombre de Reynolds Re de l’écoulement, est défini par :

Re = ρfUmh0

η
, (1)

où ρf est la densité du fluide, Um la vitesse moyenne du fluide et η la viscosité dynamique
du fluide. Ce nombre de Reynolds est compris entre 40 et 320 dans les expériences dont les
résultats sont donnés ci-dessous.
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Figure 2 – Variation du rapport de la vitesse du fil Vf par la vitesse moyenne Um du
fluide (eau), dans la fracture lisse. (a) : fil court, L = 20 mm. (�) : Um = 100 mm· s−1,
(◦) : Um = 150 mm· s−1, (4) : Um = 290 mm· s−1. Ligne pointillée : vitesse maximale du
fluide (3Um/2). (b) : fil continu. (�) : Um = 100 mm· s−1, (•) : Um = 150 mm· s−1, (N) :
Um = 290 mm· s−1. (Expériences M. V. d’Angelo).

Pour les fils courts, la vitesse du fil Vf est définie comme la vitesse du centre de masse,
et pour les fils continus, comme la vitesse de l’extrémité. La figure 2 montre la variation du
rapport de la vitesse du fil par la vitesse moyenne du fluide Um, dans la fracture lisse (voir
Fig. 1 a). Pour les fils courts, le rapport Vf/Um est relativement constant, et dépend peu du
débit (les variations de la figure 2a sont dus à la dispersion des résultats expérimentaux). La
vitesse du fil est bien sûr inférieure à la vitesse maximale du fluide, mais elle en est proche.
Pour les fils continus, la vitesse du fil augmente lorsque le fil avance dans la fracture, puisque
seule la fraction de fil qui se trouve dans la fracture est tirée par le fluide. Comme pour les
fils courts, le rapport Vf/Um est indépendant de la vitesse du fluide.

Dans la fracture rugueuse, la vitesse fluctue beaucoup plus avec la position du fil (voir
Fig. 3 ) et la vitesse moyenne dépend de la vitesse du fluide. Les fluctuations de vitesses
sont plus importantes avec l’eau qu’avec la solution de scléroglucane. Pour les vitesses les
plus faibles, la vitesse du fluide s’annule en certains points (voir Fig. 3a ) : l’extrémité du fil
est piégée. La figure 4 montre que lors du piégeage, le fil se déforme beaucoup : il flambe et
peut même former des boucles, ce qui le bloque définitivement. Les événements de piégeage
sont cruciaux pour le transport de fil : ils modifient notablement la vitesse moyenne du fil,
et peuvent être responsables d’un arrêt définitif du transport.

Les expériences de M.V. d’Angelo mettent en jeu un écoulement de fluide, la déformation
d’un fil, et, au moins pour les fractures rugueuses, le frottement entre le fil et la paroi.
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Figure 3 – Variation du rapport de la vitesse du fil par la vitesse moyenne du fluide, dans
la fracture rugueuse., pour un fil continu. (a) : le fluide utilisé est l’eau. Ligne pointillée
(respectivement continue) : Um = 160 mm· s−1 (resp. Um = 210 mm· s−1). Les droites
horizontales donnent les valeurs moyennes des courbes précédentes. (b) : le fluide utilisé est
une solution de scléroglucane, Um = 220 mm· s−1. (Expériences M. V. d’Angelo).
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Figure 4 – Événements de piégeage du fil, dans la fracture rugueuse. (a) : séquence de
vues du flambage du fil lorsque son extrémité est piégée. Le temps entre deux images vaut
0, 166 s. Fluide : eau, Um = 160 mm· s−1. (b) : exemple de formation de boucles lorsque
l’extrémité du fil est piégée. Le code couleur indique l’ouverture locale. Fluide : solution de
scléroglucane, Um = 242 mm· s−1. (Expériences M. V. d’Angelo).
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L’interprétation de ces expériences n’est pas facile. Le champ de vitesse dans les fractures
rugueuses est en effet complexe, à cause de la géométrie, du caractère inertiel de l’écoulement,
et, pour la solution de scléroglucane, à cause du caractère non-newtonien du fluide. Le fil se
déplace et se déforme fortement. Expérimentalement, seule la position dans le plan (x, z) est
mesurable, la position dans l’ouverture ne peut pas être obtenue pour la fracture rugueuse.
Comme du fluide peut être présent entre le fil et la paroi, le frottement n’est pas trivial à
modéliser : rien n’assure en effet qu’il s’agisse d’un simple frottement de Coulomb.

Un des buts de la présente thèse est de comprendre et d’interpréter les résultats pré-
cédents, notamment les conditions de piégeage. L’effet des caractéristiques de l’écoulement
(nombre de Reynolds, géométrie) sera particulièrement étudié.

Démarche suivie
Une première question importante est la valeur de la force hydrodynamique motrice qui

tire le fil dans la direction de l’écoulement (force de traînée). Cette force dépend de l’écou-
lement du fluide, et de la vitesse du fil. Nous avons choisi d’étudier de manière approfondie,
dans le cas le plus simple possible, la force sur chaque élément du fil, La fracture choisie
est lisse (cellule de Hele-Shaw). Nous mesurons la force sur un cylindre rigide qui modélise
un élément du fil, et permet de simplifier l’étude. Le cylindre est immobile, ce qui corres-
pond aux situations de piégeage, pendant lesquelles la vitesse du fil est nettement inférieure
à celle du fluide. Pour simplifier au maximum l’écoulement du fluide, nous choisissons un
fluide newtonien, suffisamment visqueux pour que le nombre de Reynolds soit faible : dans
ce cas, le terme non-linéaire de l’équation de Navier-Stokes (voir annexe A) est négligeable,
ce qui simplifie l’expression de la force s’exerçant sur le fil. Celle-ci est alors proportionnelle à
la viscosité et à la vitesse du fluide. Le coefficient de proportionnalité dépend uniquement de
la géométrie, et sera déterminé en fonction du confinement, de l’ouverture et de l’orientation
du cylindre par rapport à l’écoulement. Cette étude de la force de traînée sur un cylindre
confiné est présentée au chapitre 1.

La position du fil dans l’ouverture est un élément clé du problème : elle conditionne en
particulier la valeur de la force de traînée, et le frottement avec la paroi n’apparaît que si
le fil touche celle-ci. Dans le chapitre 2 nous étudions les effets contrôlant cette position,
dans le cas particulier d’un cylindre perpendiculaire à l’écoulement dans une cellule de Hele-
Shaw, et libre uniquement de se déplacer dans la direction normale à l’écoulement. Nous
montrerons tout d’abord qu’aux faibles nombres de Reynolds le cylindre se place à mi-
distance des parois. Pour des nombres de Reynolds plus élevés, nous verrons que le cylindre
peut osciller spontanément, dans la direction normale aux plaques, à cause des forces de
portance. Nous analyserons en détail ce phénomène, dont nous montrerons l’originalité par
rapport aux autres instabilités d’un cylindre dans un écoulement, et en particulier que
l’instabilité observée n’est pas due à l’émission de tourbillons de Bénard-Von Kármán mais
à un couplage fort entre l’écoulement et le cylindre.

Contrairement aux deux premiers chapitres, le chapitre 3 ne concerne pas l’aspect hy-
drodynamique du problème mais présente une méthode de traitement d’images destinée à
déterminer la forme du fil. En effet, pour tester une modélisation des forces qui s’exercent
sur le fil, et en particulier les forces de frottement, il faut déterminer la position, l’angle du
vecteur tangent et la courbure du fil en tout point. L’angle du fil détermine par exemple la
traînée qu’il subit, comme nous l’étudions au chapitre 1. Il est aussi nécessaire de mesurer
la courbure du fil parce qu’elle est reliée au moment fléchissant du fil (voir annexe A). La
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mesure de la courbure n’est pas aisée, car il s’agit essentiellement de déterminer une dérivée
seconde (de la position) à partir d’un signal (image) discret et bruité. Nous avons développé
une méthode qui permet d’obtenir ces grandeurs, sous forme d’une série de termes analy-
tiques, à partir d’images expérimentales. Cette méthode est basée sur la corrélation entre
l’image physique et l’image d’un fil virtuel. Elle a été validée avec des images bruitées où le
diamètre du fil n’est que de quelques pixels (voir Fig. 4b ).

Pour finir, nous utiliserons la méthode de traitement d’images et les résultats obtenus
sur les forces hydrodynamiques pour interpréter des expériences préliminaires de transport
et de piégeage de fil dans un canal en forme de spirale.
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Chapitre 1

Traînée en régime de Stokes sur un
cylindre confiné

1.1 Introduction
L’objectif de ce chapitre est d’étudier expérimentalement et numériquement la force de

traînée sur un cylindre confiné immobile, dans le cas le plus simple des écoulement de Stokes.
Cependant, les effets liés à l’inertie du fluide qui apparaissent à des nombres de Reynolds
faibles mais non nuls seront aussi discutés. Nous cherchons particulièrement à déterminer
l’influence du confinement et celui de la position du cylindre dans l’ouverture, et nous com-
parons le cas de cylindres placés parallèlement et perpendiculairement à l’écoulement moyen.

L’écoulement est localisé dans une cellule de Hele-Shaw de section h0×W , où l’ouverture
h0 vérifie h0 � W . La longueur L du cylindre est nettement plus grande que son diamètre
D (il s’agit donc bien d’un objet allongé), et elle est du même ordre de grandeur que la
largeur W de la cellule. Le confinement dû aux deux plaques les plus proches de la cellule
est caractérisé par le rapport β = D/h0. Le cas des très forts confinements β ≈ 1 est
particulièrement étudié. L’effet du confinement latéral (caractérisé par L/W ) est lui aussi
analysé, surtout dans le cas des cylindres perpendiculaires à l’écoulement.

En régime de Stokes, la force de traînée est proportionnelle à la viscosité dynamique du
fluide η et à la vitesse Um loin du cylindre [35], que le cylindre soit confiné ou non. Les
coefficients de proportionnalité λ|| = F||/(ηLUm) et λ⊥ = F⊥/(ηLUm) sont alors purement
géométriques (F|| est la force qui s’exerce sur un cylindre parallèle à l’écoulement, F⊥ celle
sur un cylindre perpendiculaire à l’écoulement). Le but de ce chapitre est de déterminer ces
coefficients en fonction de la géométrie.

Dans le cas d’un cylindre non confiné, λ⊥ ≈ 2λ|| et ces coefficients sont d’ordre ε =
1/ ln(D/L) [36, 37, 38]. Les coefficients λ dépendent de la longueur du cylindre : pour un
cylindre infini en régime de Stokes, il n’est pas possible de définir une force par unité de
longueur, ce qui est connu sous le nom de paradoxe de Stokes [39]. Pour des écoulements
faiblement confinés, la présence des parois provoque l’augmentation de la force de traî-
née. La configuration dans laquelle un cylindre court sédimente à mi-distance entre deux
plaques parallèles séparées par une grande distance h0 (D � L � h0 < W ) a été étu-
diée expérimentalement par de Mestre [40]. Dans ce cas, les coefficients géométriques valent
λ = α1(ε+(α2

L
h0

+α3)ε2), où les coefficients αi sont des constantes qui dépendent de l’orien-
tation du cylindre (vertical soit horizontal). Cette configuration a aussi été étudiée théori-
quement dans la limite des cylindres de longueur grande devant l’ouverture (h0 � L� W ).
Dans ce cas, l’influence des parois est dominante, λ ne dépend que du rapport β = D/h0
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(et pas de la longueur du cylindre L), et il est d’ordre 1/ ln(β) pour β � 1 [41, 42, 43].
Ces prédictions théoriques ont été vérifiée et étendues pour les valeurs élevées de β dans

le cas de cylindres en mouvement perpendiculaire à leur axe, par des simulations numériques
2D [44] et par des expériences [45, 46, 47, 48]. La configuration où le cylindre est fixé a aussi
été étudiée, à faibles [49, 50, 51] et grands [52, 53, 54] nombres de Reynolds, ainsi que
pour des fluides non-newtoniens [55, 56]. Les résultats expérimentaux sont rares dans cette
géométrie, qui est la plus proche de celle qui nous intéresse : Dhahir [57] a mesuré les forces
sur un cylindre de faible facteur de forme (D ∼ L) pour des fluides de rhéologies différentes,
et Rehimi [58] a utilisé la même configuration que nous, mais sans effectuer de mesure de
force.

Dans les expériences et simulations que nous avons réalisées, les forces sont mesurées sur
un cylindre immobile confiné dans une cellule de Hele-Shaw. Nous étudions particulièrement
la variation de la force avec le confinement β = D/h0 et L/W , et l’effet de l’orientation du
cylindre. Dans le cas d’un cylindre perpendiculaire à l’écoulement, sauf si L ≈ W , le fluide
peut éviter le cylindre , ce qui induit des effets 3D qui n’avaient pas encore été discutés.
Le cas où le cylindre est parallèle à l’écoulement, pourtant plus simple, n’a pas été étudié
à notre connaissance. Par contre, un problème proche a déjà été traité : il s’agit du cas
d’un cylindre situé à l’intérieur d’un tube, qui a été étudié théoriquement dans le régime de
Stokes [39] et expérimentalement dans le régime inertiel [16] .

Nous présentons d’abord en section 1.2 le dispositif expérimental qui nous a permis de
mesurer la force de traînée, puis les simulations numériques correspondantes en section 1.3.
Ensuite, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus pour λ|| en section 1.4 pour une
large gamme de confinements (0, 04 ≤ β = D/h0 ≤ 0, 83), et les variations en fonction de la
position dans l’ouverture. Ces résultats expérimentaux sont comparés et complétés par des
simulations numériques, qui permettent notamment de calculer séparément les composantes
de la force due à la pression et à la friction visqueuse. Les résultats pour λ⊥ sont présentés
dans la section 1.5, et sont comparés avec les résultats pour λ||. L’effet du confinement
β = D/h0 et de la position du cylindre sont discutés, ainsi que l’apparition d’effets 3D
lorsque la longueur L du cylindre n’est pas très proche de la largeur de la cellule W .

1.2 Dispositif expérimental

1.2.1 Présentation générale
1.2.1.1 Cellule

Pour étudier les forces hydrodynamiques sur les fils en géométrie confinée, nous utilisons
le dispositif le plus simple : une cellule de Hele-Shaw, c’est-à-dire deux plaques parallèles (voir
Fig. 1.1 ) . La cellule a une ouverture constante h0 = 0, 75 mm ou h0 = 4, 9 mm, excepté dans
les premiers 60 mm, où elle augmente de h0 = 0, 75 mm (respectivement h0 = 4, 9 mm) à
h0 = 5 mm (respectivement h0 = 10 mm). Cette forme a été choisie pour faciliter l’insertion
de fils flexibles dans la cellule (voir l’introduction) ; dans le cas présent, cette géométrie
complique légèrement l’interprétation des résultats.

La pemière cellule utilisée avait une ouverture h0 = 0, 75 mm et un petit obstacle cy-
lindrique était placé en son centre : les cylindres devaient être placés loin du cylindre qui
perturbait l’écoulement. D’autre part, cette cellule avait l’inconvénient de ne pas permettre
une visualisation de la position du fil dans l’ouverture, qui est un des paramètres dont dé-
pend la force. Enfin, il n’est pas facile de trouver des fils de diamètres différents et bien
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Figure 1.1 – Dispositif utilisé pour mesurer les forces hydrodynamiques. (a) : cas d’un
cylindre parallèle à l’écoulement. (b) : cas d’un cylindre perpendiculaire à l’écoulement.

définis inférieurs à h0 = 0, 75 mm. C’est pourquoi nous avons fait usiné une deuxième cellule
d’ouverture h0 = 4, 9 mm afin de pouvoir changer plus facilement le diamètre du fil et explo-
rer une plus large gamme de valeur de β. Cette cellule permet également une visualisation
de la position du fil dans l’ouverture.

La valeur de l’ouverture de la cellule est un paramètre crucial pour la valeur des forces
mesurées, notamment dans le cas des cylindres perpendiculaires à l’écoulement. Cette valeur
a été vérifiée en faisant monter un fluide coloré (eau et éosine) dans la cellule grâce à un
pousse-seringue (dont le débit a été contrôlé en mesurant la masse injectée au cours du
temps à l’aide d’une balance). La vitesse de l’avancée du front donne la valeur moyenne de
l’ouverture à une hauteur donnée, qui vaut h0 = 4, 9± 0, 1 mm. En bas de la cellule, il est
possible de mesurer cette épaisseur à l’aide de cales : les valeurs trouvées sont compatibles
avec les valeurs trouvées à l’aide de l’autre méthode.

1.2.1.2 Capteur de force

Les forces sur les cylindres sont mesurées par une balance de chimie Sartorius CP 225
interfacée sous Labview. Cette balance a l’avantage de mesurer les forces sur une large
gamme [10−7 − 8× 10−1 N] (soit un affichage [10−5 − 80 g]). De plus, l’étalonnage se fait
automatiquement grâce à une masse interne à la balance. L’inconvénient de la balance est
de présenter une dérive en temps (de l’ordre de quelques 10−4 g/h), qui est corrélée sur les
temps longs à la variation de température dans la pièce.

Cette balance possède un crochet sur sa face inférieure, ce qui permet d’y relier les
cylindres, au moyen de petits fils de suspension (fils de nylon de diamètre 100 µm ou fils
de couture en polyester de diamètre 220 µm)). Dans le cas où le cylindre est parallèle à
l’écoulement (voir Fig. 1.1 (a)), le cylindre peut ou non être complètement immergé, ce qui
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n’influence pas sur la mesure (voir section 1.4.4), parce que les fils de suspension s’arrêtent
dans le bain supérieur. Dans le cas où le cylindre est perpendiculaire à l’écoulement (voir
Fig. 1.1 (b)), une partie des petits fils de suspension se trouve dans la cellule, ce qui rajoute
une contribution à la force mesurée. Pour que cette contribution reste faible, il faut que le
diamètre du cylindre soit nettement plus grand que le diamètre des fils d’accroche (c’est
pourquoi nous choisissons dans ce cas les fils de diamètre 100 µm).

La balance est fixée sur un plateau qui peut être déplacé selon les axes x et y grâce à
des vis micrométriques de marque Micro-controle dont la résolution du déplacement vaut
10 µm.

1.2.2 Caractéristiques de l’écoulement
1.2.2.1 Pompe

Un écoulement est établi dans la cellule à l’aide d’une pompe à engrenage constitué
d’une tête Micropump et d’un corps de pompe Ismatec MCP-Z. Cette pompe est placée plus
bas que la cellule, afin d’éviter d’éventuels désamorçages. Elle est interfacée sous Labview.
La consigne consiste en un nombre de tours par seconde, qui peut varier de 1 à 100 par
pas de 1. Le fluide est aspiré en bas de la cellule et réinjecté dans le bain supérieur, à
travers un tissu poreux qui s’étend sur toute la largeur W afin de bien répartir l’injection
du fluide. Le débit de la pompe a été mesuré en déconnectant le tuyau d’injection du
dispositif, et en faisant couler le fluide (mélange eau-glycérol) dans un bécher placé sur une
balance interfacée (Sartorius LC 6201 S) située à la même hauteur que le bain supérieur
(afin d’éviter les écoulements dus à la gravité, la pompe ne bloquant pas complètement le
fluide). Il est important qu’il n’y ait pas d’écoulement lorsque la pompe est arrêtée pour que
l’étalonnage corresponde au cas de l’utilisation en circuit fermé. Le débit de la pompe varie
linéairement avec la valeur de la consigne, et le débit maximal vaut Qmax = 1660 mL/min =
2, 77× 10−5 m3/s.

Lors des mesures de forces, le débit de la pompe est augmenté puis abaissé par paliers,
et ceci 3 fois de suite afin de vérifier qu’aucune dérive ou hystérésis n’est observée.

1.2.2.2 Fluides

Deux types de fluides newtoniens ont été utilisés : de l’eau purifiée, et des mélanges
eau-glycérol de concentration en masse en glycérol de 50% à 80%. La masse volumique ρf
du mélange ainsi que la température T sont mesurées avant les expériences à l’aide d’un
densimètre Anton Paar 35N. Ces mesures ont l’avantage d’être rapides (quelques secondes) et
faciles. La valeur de la viscosité de l’eau est déterminée à partir de la mesure de température
par interpolation de tables [59]. En utilisant la valeur de la température et de la masse
volumique et des tables [60, 61], nous déterminons la viscosité dynamique η des mélanges
eau-glycérol ; les valeurs correspondant aux expériences se trouvent dans les tables 1.1 et
1.2. L’erreur sur cette valeur est estimée à 3% en effectuant des mesures directes de viscosité
à l’aide d’un rhéomètre Anton Paar MCR 501.

Des fluides non-newtoniens ont également été utilisés, notamment des solutions de sclé-
roglucane (polysaccharide semi-rigide) dans l’eau à 500 ppm en masse. Ils s’agit de fluides
rhéofluidifiants, c’est-à-dire que leur viscosité diminue avec le taux de cisaillement (figure
1.2). La caractéristique rhéologique de ces fluides présente un plateau newtonien à bas taux
de cisaillement, puis la viscosité décroît en loi de puissance et atteint ensuite un second
plateau. Ce second plateau n’est pas atteint avec les rhéomètres disponibles au laboratoire.
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Ces variations de la viscosité en fonction du taux de cisaillement γ̇ a été mesurée grâce à
un rhéomètre Anton Paar MCR 501 ou un viscosimètre Contraves low shear 30. Nous avons
ajusté les courbes expérimentales par une loi empirique qui relie de manière lisse deux pla-
teux newtoniens par une loi de puissance (légende de la figure 1.2). Le but de cet ajustement
est uniquement d’obtenir la caractéristique rhéologique sous une forme utilisable dans une
simulation numérique, pas de suggérer une interprétation microscopique de la rhéologie du
fluide.
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Figure 1.2 – Viscosité d’une solution aqueuse de scléroglucane à environ 500ppm en fonction
du taux de cisaillement. Cette mesure est effectuée grâce à un rhéomètre Anton Paar 501
MCR à T = 23 ◦C, en diminuant progressivement le taux de cisaillement. La durée de chaque
mesure vaut 120 s. Cercles gris : points expérimentaux, ligne noire : ajustement par une loi
η = (η0−η∞)/(1+γ̇/γ̇0)1−n+η∞, avec η0 = 0, 161 Pa· s, η∞ = 0, 001 Pa· s, γ̇0 = 0, 242 s−1

et n = 0, 416.

1.2.3 Cylindres utilisés

Dans le cas de la mesure de forces sur un cylindre d’axe parallèle à l’écoulement, nous
avons utilisé de nombreux types de cylindres (voir Tab. 1.1 ). Certains de ces cylindres sont
des tiges rigides (PMMA, fer), d’autres comme les cylindres en verre sont des tubes. Des
fils souples de soie et de polyester ont également été utilisés ; ce sont des fils de couture
multibrins (et donc de diamètre irrégulier), qui sont étirés avant usage de manière à les
rendre droits. Nous verrons (voir section 1.4.4) que, pour nos expériences de mesure de
forces, la rugosité du fil ainsi ainsi que le caractère creux ou plein du cylindre ne joue pas,
seul le diamètre moyen (indiqué table 1.1) compte. Dans le cas de la mesure des forces
sur un cylindre perpendiculaire à l’écoulement, les fils souples se déformeraient à cause de
l’écoulement, ce qui compliquerait l’interprétation des mesures : seuls des cylindres rigides
sont utilisés dans ce cas (voirTab. 1.2 ).
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Table 1.1 – Paramètres expérimentaux correspondant à la mesure de λ||. D : diamètre du
cylindre (mesurée grâce à une loupe binoculaire), L : longueur du cylindre ; h0 : ouverture
de la cellule dans la zone d’ouverture constante ; β = D/h0 ; η : viscosité dynamique du
fluide. Les symboles caractérisant les différentes expériences sont les mêmes que pour les
mesures expérimentales de λ||. Pour les expériences correspondant à (�), (�) et (�), L est
la différence entre les longueurs de deux cylindres.

D(mm) h0(mm) β L(mm) η(mPa· s) Symboles
verre 1,5 4,9 0,31 89 40,0 �

PMMA 3,2 4,9 0,65 110 22,4 �
PMMA 4,05 4,9 0,83 100 21,7 �

fibre optique 0,14 4,9 0,029 195 35,0 C
polyester 0,20 4,9 0,041 177 17,5 ♦
polyester 0,20 4,9 0,041 177 7,34 O

soie 0,45 4,9 0,092 153 37,2 B
verre 1,5 4,9 0,31 151 6,5 4
verre 1,5 4,9 0,31 138 40,0 ©
fer 2,0 4,9 0,41 177 32,0 ./
fer 4,0 4,9 0,82 184 37,6 �

PMMA 4,05 4,9 0,83 179 21,7 ⊗
polyester 0,18 0,75 0,24 135 119 H

soie 0,45 0,75 0,6 82 24,0 I

Table 1.2 – Valeurs des paramètres correspondant aux mesures de λ⊥. Toutes ces mesures
ont été réalisées avec une cellule d’ouverture h0 = 4, 9 mm et de largeur W = 90 mm ;
Re < 5. La position correspond à la position dans l’ouverture, en y.

D(mm) β Gamme de L(mm) Symboles Position
acier 0, 98 0, 20 85 H centre
verre 1, 5 0, 31 37, 5− 88 N centre
laiton 2, 96 0, 60 86, 5 � centre
PMMA 3, 2 0, 65 44, 7− 88 � centre
PMMA 4, 05 0, 83 67, 5− 88, 7 • centre
verre 1, 5 0, 31 37, 5− 84 4 paroi
laiton 2, 96 0, 60 86, 5 � paroi
verre 4, 15 0, 85 25, 4− 88, 8 © paroi
verre 4, 15 0, 85 57, 6 + paroi
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1.3 Principes des simulations numériques
Afin d’obtenir des résultats sur une gamme de paramètre plus étendue que celle qui est

accessible expérimentalement, nous avons réalisé des simulations dont le principe est détaillé
dans cette section. Nous calculons la force qui s’exerce sur le cylindre en régime de Stokes
(Re = 0), alors que le nombre de Reynolds lors des expérience est d’ordre 1 (Re ∼ 1). La
comparaison des résultats numériques et expérimentaux validera cette approximation (voir
sections 1.4 et 1.5).

Pour déterminer numériquement λ|| et λ⊥ dans le cas d’un fluide newtonien, il faut
résoudre l’équation de Stokes (Éq. (A.5)) et l’équation d’incompressibilité, avec les conditions
aux limites appropriées. La contrainte de friction visqueuse ainsi que la pression à la surface
du cylindre peuvent alors être calculées afin de déterminer la force hydrodynamique. Notons
que dans cette approche, nous calculons directement les coefficients λ et que nous faisons
l’hypothèse de la proportionnalité entre la force et la viscosité, et entre la force et la vitesse du
fluide. Pour les écoulements parallèles au cylindre, les simulations 2D donnent des résultats
pertinents, car l’invariance par translation selon l’axe z représente une bonne approximation.
Si l’écoulement est perpendiculaire au cylindre, les simulations 2D ne sont pas valables dans
la plupart des cas et des simulations 3D sont alors nécessaires. La figure 1.3 présente la
géométrie utilisée pour les simulations 2D : le gradient de pression est appliqué dans la
direction z, qui est parallèle à l’axe du cylindre pour λ|| (voir Fig. 1.3 (a)) et perpendiculaire
à l’axe cet pour λ⊥ (voir Fig. 1.3 (b))

xh0 Gy

y

D O z
W/2-W/2

(a)
Um

z

y

D O x(b)
Um h0

C

C
Gy

Figure 1.3 – Géométrie utilisée pour le calcul 2D. (a) : cas d’un cylindre parallèle à l’écou-
lement. (b) : cas perpendiculaire.

1.3.1 Calcul de λ||
Nous présentons dans cette section la méthode utilisée pour calculer λ|| dans le cas d’un

fluide newtonien, qui est le cas que nous avons le plus étudié, ainsi qu’un calcul modélisant
l’écoulement du scléroglucane.
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1.3.1.1 Cas d’un fluide newtonien

Dans le cas où le cylindre est parallèle à l’écoulement, la géométrie est approximati-
vement invariante selon z. Entre deux plaques parallèles (sans cylindre), il est connu [62]
que l’écoulement devient invariant par translation au-delà d’une certaine distance du début
des plaques. Cette distance, appelée longueur d’entrée vaut environ h0Re/10. Dans les ex-
périences présentées dans ce chapitre, le nombre de Reynolds Re reste suffisamment faible
(Re < 20, sauf pour les expériences avec l’eau) pour que la longueur d’entrée soit faible
devant la longueur totale du cylindre. Le nombre de Reynolds à partir duquel l’écoulement
devient turbulent est bien sûr très supérieur (900, d’après [63]) à ceux des expériences pré-
sentées.

Dans la suite des raisonnements, nous considérons que cette invariance est exactement
vérifiée pour en déduire la forme des champs de vitesse et de pression. L’écoulement corres-
pondant à des conditions aux limites données est unique en régime de Stokes [35]. L’écou-
lement a donc les mêmes symétries que les conditions aux limites, et la vitesse s’écrit :

V = V (x, y)ez. (1.1)
L’équation d’incompressibilité est alors vérifiée quelle que soit la fonction V (x, y). L’équation
de Stokes 1 (voir Éq. (A.5)) donne :

∂p

∂x
= 0, (1.2)

∂p

∂y
= 0, (1.3)

∂p

∂z
= η∆V (x, y). (1.4)

Les équations (1.2) et (1.3) signifient que la pression p ne dépend ni de x ni de y. À cause de
l’invariance par translation dans la direction z, ∂p/∂z est constant. L’équation de Stokes se
réduit alors à une équation de Laplace 2D (voir Éq. (1.4)), qui est résolue numériquement
à l’aide du programme Freefem++ [64]. Nous choisissons un maillage d’au moins 12000
nœuds (écart à la valeur obtenue en continuant de raffiner le maillage estimée à 2%), et
nous avons adimensionné l’équation en choisissant un gradient de pression G̃ = 1 et une
viscosité η̃ = 1 2 . La force hydrodynamique par unité de longueur, f , est la somme de la
force de friction évaluée numériquement et de la force de pression connue analytiquement
(π/4β2G̃, avec β = D/h0). Cette composante de pression est due à la différence de pression
entre les extrémités du cylindre selon z, et donne une contribution non-nulle par unité de
longueur lorsque la longueur du cylindre devient grande. La valeur de λ|| est obtenue en
divisant cette force numérique par la valeur moyenne de la vitesse sur le domaine fluide,
également issue des simulations numériques. L’influence des plaques latérales est prise en
compte en imposant une condition de vitesse nulle en x = ±W/2. Une cellule de largeur
infinie est modélisée en imposant un profil parabolique en x = ±W/2 (avec W assez grand).

La force mesurée expérimentalement est l’intégrale sur toute la longueur du cylindre de
la force subie par le celui-ci. Comme la distance entre les plaques n’est pas constante dans
la partie supérieure, la force par unité de longueur varie elle aussi. Cette force est plus faible

1. p est en fait ici l’écart à la pression hydrostatique. Nous cherchons en effet à calculer la contribution
de la force due à l’écoulement, et pas la poussée d’Archimède.

2. La méthode numérique utilisée ici est classique (voir [64]), et nous ne la détaillons donc pas. Nous
présentons une méthode numérique plus originale en annexe B.
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là où cette distance est plus grande, parce que la vitesse locale est plus faible (le débit est
le même dans tous les plans (x, y)) et parce que le confinement (caractérisé par le rapport
D/h, voir résultats de la section 1.4.4) est plus faible. Comme les écoulements considérés
ici sont visqueux, et que l’angle du Y est faible, il est possible d’évaluer la force en utilisant
l’approximation de lubrification [35] : nous supposons qu’en chaque plan (x, y) où la distance
entre les plaques vaut h(z), le champ de vitesse est le même qu’entre deux plaques plaques
parallèles infinies espacées de h(z). Nous pouvons ainsi évaluer la force totale uniquement
en utilisant les valeurs locales de la force f , obtenues par les calculs numériques 2D. La force
hydrodynamique totale 3 s’écrit alors :

Flub.(L) =
∫ L

−l
f(z)dz, (1.5)

dans laquelle L est la longueur du cylindre située dans la région où la distance entre les
plaques est constante (voir Fig. 1.1 ) et l est la partie contenue dans l’entrée (Y ). Dans le bain
supérieur (z < −l), la vitesse du fluide est suffisamment faible pour que cette contribution
à la force totale soit négligeable. L’erreur ainsi faite a été évaluée expérimentalement en
mesurant la force sur un cylindre court (20 mm de long) contenu entièrement dans le bain
supérieur : la force mesurée valait toujours moins de 2% de la valeur correspondant au plus
court cylindre utilisé dans les expériences de mesure de λ||.

1.3.1.2 Cas d’un fluide rhéofluidifiant

Dans cette section, nous décrivons la méthode que nous avons utilisée pour modéliser
les expériences menées avec du scléroglucane, qui est un fluide rhéofluidifiant (voir Fig. 1.2
). Il s’agit d’une modélisation simplifiée, où nous considèrons que le fluide non-newtonien
n’est pas thixotrope et qu’il peut être décrit, dans une mesure de rhéomètrie de Couette par
une viscosité η qui dépend uniquement du taux de cisaillement γ̇. Le cylindre est assez long
pour considérer que l’écoulement est invariant selon la direction de l’écoulement, et que le
problème est 2D (voir Fig. 1.1 (a)).

À cause du caractère non-newtonien du fluide, l’équation de Stokes (Éq. (A.5)) n’est pas
valable. L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit en introduisant les
contraintes visqueuses :

div (σ′) = grad (p), (1.6)
où σ′ est le tenseur des contraintes visqueuses et p la pression. Cette équation peut se réécrire
composante par composante sous la forme du système suivant :

∂x(σ′xx) + ∂y(σ′yx) + ∂z(σ′zx) = ∂x(p), (1.7)
∂x(σ′xy) + ∂y(σ′yy) + ∂z(σ′zy) = ∂y(p), (1.8)
∂x(σ′xz) + ∂y(σ′yz) + ∂z(σ′zz) = ∂z(p), (1.9)

où les traits sous les termes servent uniquement comme étiquette pour une discussion dans la
suite de cette section. Pour résoudre ces équations, nous devons connaître la loi rhéologique
du fluide. Comme nous n’avons caractérisé la rhéologie du fluide que pour un seul écoule-
ment (celui de Couette), nous devons intuiter la loi rhéologique valable pour un écoulement
quelconque. Nous supposons que la loi rhéologique du fluide est :

σ′ij = η(γ̇) (∂i(Vj) + ∂j(Vi)) , (1.10)

3. due à l’écoulement, nous ne nous intéressons pas à la poussée d’Archimède.
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qui a la propriété d’être invariante par changement de référentiel. L’écoulement est supposé
parallèle : V = Vz(x, y)ez et nous définissons γ̇ (dans ce cas particulier) par (voir [65]) :

γ̇ =
√

(∂x(Vz))2 + (∂y(Vz))2. (1.11)

De plus, d’après la loi rhéologique (1.10) et cette hypothèse d’écoulement parallèle, les termes
soulignés des equations (1.7), (1.8) et (1.9) sont nuls. L’équation (1.7) devient :

∂z
(
η(γ̇)∂x(Vz)

)
= ∂x(p). (1.12)

Le terme souligné de l’équation (1.12) est indépendant de z à cause de l’invariance suivant
z de la vitesse : le premier terme de l’équation (1.12) est nul, d’où l’on déduit que p est
indépendant de x. Le même raisonnement pour (1.8) montre que p est indépendant de y.
La pression ne dépend donc que de z. À cause de l’invariance par translation, le gradient
de pression est constant selon z et sera noté G = ∂z(p). Il faut donc résoudre l’équation
non-linéaire à une inconnue Vz issue de (1.9) :

∂x(η(γ̇)∂x(Vz)) + ∂y(η(γ̇)∂y(Vz)) = G. (1.13)

L’équation (1.13) est résolue itérativement avec le logiciel FreeFem++ : l’équation (1.13)
est d’abord résolue pour une valeur constante de la viscosité η (ce qui revient à résoudre
le problème d’un fluide newtonien), puis à chaque étape le champ de viscosité est calculé à
partir du champ de vitesse de l’étape précedente. Nous observons que cette méthode converge
vers une solution stationnaire. La force par unité de longueur selon z sur le cylindre est
obtenue en ajoutant à la contribution de pression πd2G/4 la contribution de friction donnée
par :

fν =
∮
C

([
σ′xzex + σ′yzey

]
.n
)

=
∮
C

(η(γ̇) [∂x(Vz)nx + ∂y(Vz)ny]) , (1.14)

où n est le vecteur normal unitaire de composantes (nx, ny) , et C le cercle délimitant le
cylindre dans le plan (x, y).

1.3.2 Calcul de λ⊥
Dans le cas où le cylindre est perpendiculaire à l’écoulement, nous n’avons étudié que des

fluides newtoniens. Nous avons modélisé successivement cette situation par une approche
2D (voir Fig. 1.3 ) numériquement et analytiquement puis par une approche 3D, de manière
numérique uniquement.

Dans le cas 2D, le débit Q = h0Um, à travers les sections z = constante et par unité
de longueur selon x, se conserve (écoulement incompressible). Le nombre de Reynolds Re =
ρfQ/η est donc le même loin de l’obstacle et dans la zone de faible ouverture. Si ce nombre
de Reynolds est faible (ce que nous supposons), l’écoulement est partout dominé par la
viscosité, même si le confinement est important (et que la vitesse du fluide est donc très
importante dans la zone de faible espacement entre le cylindre et la paroi). En section 1.5,
nous montrerons que l’inertie du fluide est effectivement sans effet notable sur la valeur de
λ⊥ jusqu’à Re = 5.



1.3 Principes des simulations numériques 19

1.3.2.1 Calcul numérique 2D

Dans cette approche 2D, l’écoulement est supposé invariant dans la direction x, de telle
sorte que V = Vy(y, z)ey+Vz(y, z)ez. L’équation de Stokes 2D ainsi que l’équation d’incom-
pressibilité sont résolues numériquement à l’aide de FreeFem++ [64]. Entre deux plaques
parallèles infinies, à faible nombre de Reynolds, le profil de vitesse est parabolique (profil de
Poiseuille [35]). Nous choissisons donc un profil de Poiseuille en entrée, et une condition de
sortie libre en sortie (σ.n = 0). Le maillage contient au moins 15000 nœuds ; la longueur
dans la direction z du domaine où l’écoulement est simulé est au moins huit fois plus long
que la hauteur dans la direction y.

1.3.2.2 Calcul analytique 2D

Il est possible de calculer λ⊥ analytiquement de manière approchée pour des cylindres
dont le diamètre d est proche de la distance h entre les parois [50], lorsque le cylindre est à
mi-distance entre les plaques ou en contact avec une paroi. Nous commençons par étudier le
cas d’un cylindre à mi-distance des plaques. Dans la zone de faible espacement, la vitesse est
maximale (par conservation du débit) : le cisaillement du fluide est très fort. L’essentiel de
la friction et de la perte de charge y est ainsi localisée. De plus, dans cette zone, le cylindre
est presque parallèle à la paroi, et il est possible d’utiliser l’approximation de lubrification.
Près des zone de faible espacements, le cercle peut être approché par deux paraboles (une

z
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d x h0p1 p2
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ε0
ε(z)
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V

0 z

Figure 1.4 – Cas d’un cylindre perpendiculaire à l’écoulement, dans le cas où le diamètre
d est proche de h0. (a) : schéma global. (b) : zoom de la zone de faible espacement.

de chaque côté du cylindre). La distance ε(z) entre le bord de la cellule de Hele-Shaw et le
cylindre vaut (voir Fig. 1.4 (b)) :

ε(z) ' ε0 + z2

d
, (1.15)

où ε0 = h0/2 − d est la distance minimale entre le bord de la cellule et le cylindre. Dans
le cadre de l’approximation de lubrification, la variation de la vitesse avec la distance y
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correspond à un profil de Poiseuille pour toutes les valeurs de z :
V (y, z) = K(z)y(ε(z)− y)ez, (1.16)

où K(z) est une fonction à déterminer ; l’origine des y est prise (dans ce calcul unique-
ment) sur la paroi étudiée (voir Fig. 1.4 (b)). La fonction K(z) est obtenue en écrivant la
conservation du débit Q :

Q

2 =
∫ ε(z)

0
V (y, z) dy = K(z)ε(z)3

6 . (1.17)

La vitesse est donnée par l’expression suivante :

V (y, z) = 3Q
ε(z)3y(ε(z)− y)ez. (1.18)

La force de friction qui s’exerce sur le cylindre fv s’écrit :

fv = −2η
∫ +∞

−∞

∂V

∂z

∣∣∣∣∣
y=ε(z)

dz,

= 2η
∫ +∞

−∞

3Q
ε(z)2 dz,

= (ηUm)
(

6π
√

2 β1/2

(1− β)3/2

)
. (1.19)

Pour obtenir cette expression, nous avons utilisé Éq. (1.18), Éq. (A.6) et Éq. (A.2). Le
facteur 2 est dû au fait qu’il y a deux zones de faible épaisseur, et le signe − est lié aux
conventions d’orientation de la normale. Dans ce calcul, la normale est approximée par
le vecteur −ez. L’intégrale curviligne sur le demi-cercle est remplacée dans le cadre de
l’approximation de lubrification par une intégrale ordinaire sur la variable z prise entre −∞
et +∞, ce qui simplifie le calcul. Cette simplification est justifiée car l’intégrant ne prend
des valeurs importantes qu’au voisinage de 0.

Le cylindre subit également une force de pression fp . L’essentiel de la chute de pression
est localisée près de zone de faible épaisseur. Loin de cette zone, nous pouvons considérer
que la pression est approximativement constante, et vaut p1 et p2 de part et d’autre (voir
Fig. 1.4 (b)). D’après l’équation de Stokes (Éq. (A.5)), le gradient de pression vaut ∂p/∂z =
η6Q/ε(z)3. La différence de pression entre l’amont et l’aval se calcule en intégrant ce gradient
de pression :

∆p = p1 − p2 =
∫ +∞

−∞
η

6Q
(ε(z))3 dz. (1.20)

D’après l’équation (A.2), les contraintes liées à la pression sont importantes dans les parties
du cercle situées dans les rectangles pointillés (Fig. 1.4 (b)). Dans ces deux zones, la pression
est approximativement constante, est vaut respectivement p1 et p2. Il est posible d’estimer
la force de pression résultante fp par :

fp = d∆p = (ηUm)
(

9π
√

2 β3/2

(1− β)5/2

)
, (1.21)

La force totale f = fν + fp qui s’exerce sur le cylindre est donc bien proportionnelle à ηUm,
dirigée selon +ez , ce qui permet de définir effectivement λ⊥ :

λ⊥(β,Gy = 0) −→
β→1

6π
√

2 β1/2

(1− β)3/2︸ ︷︷ ︸
friction

+ 9π
√

2 β3/2

(1− β)5/2︸ ︷︷ ︸
pression

, (1.22)
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Table 1.3 – Comparaison des valeurs de λ⊥ obtenues analytiquement ou numériquement
par différent auteurs, dans le cas d’un cylindre situé au milieu de deux plaques. La solution
analytique de [50] est l’équation (1.22) ; tous les résultats correspondent au cas 2D.

Numérique Numérique Analytique Analytique
β travail présenté [50] [66] [50]

0,01 5,100 5,309 5,109
0,1 13,34 13,74 13,36 11,52
0,4 72,69 73,28 72,93 72,55
0,6 262,4 266,8 265,3
0,8 1850 1884 1866
0,96 1, 205× 105 1, 149× 105 1, 208× 105

0,99 3, 955× 106 3, 174× 106 3, 965× 106

qui diverge lorsque β −→ 1. Cette divergence de la force traduit le fait que, lorsque le
cylindre a un diamètre proche de la distance entre les plaques, l’écoulement est bloqué et
doit passer dans un canal très étroit. Il est à noter que la contribution due à la chute de
pression est la contribution dominante lorsque β −→ 1.

Le calcul de λ⊥ s’effectue de manière analogue si le cylindre touche une des deux plaques,
et donne :

λ⊥(β,Gy = (1− β)/2) −→
β→1

3π β1/2

(1− β)3/2︸ ︷︷ ︸
friction

+ 9π
2

β3/2

(1− β)5/2︸ ︷︷ ︸
pression

, (1.23)

Le rapport des valeurs de λ⊥ pour un même cylindre touchant une plaque ou au milieu des
plaques tend vers 2

√
2 lorsque le diamètre du cylindre est comparable à la distance entre les

plaques :
λ⊥(β,Gy = 0)

λ⊥(β,Gy = (1− β)/2) −→β→1
2
√

2, (1.24)

ce qui signifie que la force qui s’exerce sur un cylindre centré est supérieure à celle qui
s’exerce sur un cylindre qui touche une paroi.

1.3.2.3 Comparaison des résultats numériques et analytique 2D

Afin de valider la procédure de simulation numérique, nous les avons comparé (voir
Tab. 1.3 ), dans le cas d’un cylindre à mi-distance entre les plaques, les résultats obtenus
numériquement à la solution analytique de Faxen [66] valable lorque β −→ 0, à la solution
analytique Éq. (1.22) qui est valable lorsque β −→ 1, et aux résultats numériques de A.
ben Richou [50]. L’accord entre ces valeurs valide les simulations numériques. De plus, nous
remarquons que la solution obtenue grâce à l’approximation de lubrification est valable
même hors de son domaine de validité a priori : le développement autour de β = 1 donne
déjà un résultat exact à 20% près à β = 0, 1 !

1.3.2.4 Calcul numérique 3D

L’approche 2D suppose que le cylindre est infiniment long, et ne décrit en conséquence
que le cas des cylindres de longeur presqu’égale à la largeur de la cellule (L = W en
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Fig. 1.1 ). Si L < W , le fluide peut dévier des plans z = constante et contourner le
cylindre. Cet effet peut réduire fortement la force sur le cylindre par rapport au cas 2D. Il
est donc nécessaire de résoudre l’équation de Stokes 3D (voir Éq. (A.5)) pour modéliser ces
expériences. Cette résolution a été effectuée à l’aide du logiciel FreeFem3D [67]. Ce logiciel
est encore en développement, seuls les éléments finis P1 sont disponibles, et nous avons dû
stabiliser la pression par pénalisation. Les maillages ont été générés avec Gmsh [68], et le
nombre de nœuds est d’au moins 70000. Le rapport entre les longueurs dans les directions
x et y vaut 18 (comme dans la cellule expérimentale), et le rapport entre les longueurs dans
les directions y et z vaut 12.

1.4 Résultats expérimentaux et numériques pour λ||
La plupart des études antérieures à celle que nous avons menée ont abordé uniquement

le cas des cylindres peu confinés (i.e. β � 1) ou localisés à mi-distance des plaques. Dans
le cas d’un fil soumis à un écoulement en géométrie confinée, le diamètre du fil est proche
de l’ouverture de la cellule (c’est le cadre de l’étude que nous nous sommes fixés) et le fil
n’est pas a priori centré. Dans cette section, nous quantifions la gamme de nombres de
Reynolds pour lesquels l’équation de Stokes est suffisante pour décrire la force de traînée sur
le cylindre. Cette détermination est réalisée expérimentalement en vérifiant que les forces
sont bien proportionnelles à la vitesse du fluide et à la viscosité. Dans ce cas, le coefficient
λ|| est bien défini, et nous étudions sa variation avec les paramètres géométriques.

1.4.1 Traînée en fonction de la vitesse moyenne de l’écoulement
Dans cette section, nous présentons les limites de validité du régime de Stokes pour la

force de traînée, en présentant la variation de cette force avec la vitesse. Nous étudions
d’abord le cas d’un fluide newtonien à faible nombre de Reynolds (Re < 3), qui est bien
décrit par l’équation de Stokes, puis ceux d’un fluide newtonien en régime inertiel (Re ∼ 100)
et d’un fluide non-newtonien pour lesquels ce n’est pas le cas.

1.4.1.1 Fluide newtonien en régime de Stokes

La figure 1.5 présente une série de mesures obtenues pour un mélange eau-glycérol ; la
ligne en pointillés correspond à des résultats numériques 2D (voir section 1.3.1), obtenus en
résolvant l’équation de Stokes. Expérimentalement, la force augmente toujours linéairement
avec la vitesse dans le cas des mélanges eau-glycérol, ce qui indique que les effets inertiels
sont négligeable jusqu’à Re = 15. De plus, comme sur l’exemple présenté Fig. 1.5 , l’accord
entre les résultats expérimentaux et numériques est bon (écart inférieur à 5% pour toutes
les expériences effectuées pour mesurer λ||), et ceci sans paramètre ajustable. Notons que la
reproductibilité des expériences est bonne : la figure 1.5 présente deux valeurs expérimentales
pour chaque débit (débit croissant et décroissant), qui sont confondues.

Étant donné le bon accord entre la modélisation et l’expérience, il est possible d’utiliser
ce dispositif pour mesurer une viscosité, lorsque le débit et la géométrie sont connues. Cette
application possible a fait l’objet d’un dépôt de brevet (FR0805718). Cependant, dans la
présente réalisation utilisant des plaques planes parallèles, la quantité de fluide nécessaire est
importante, ce qui est défavorable si les fluides sont coûteux ou difficiles à obtenir en grande
quantité (sang par exemple). Une géométrie mieux adaptée, consistant en un cylindre inséré
dans un tube (à la place des deux plaques) a été développée par M.-H. Noël [69].
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Figure 1.5 – Variation de la force sur un cylindre vertical à mi-distance des deux plaques
en fonction de la vitesse moyenne Um pour un mélange eau-glycérol. D = 1, 5 mm, h0 =
4, 9 mm, β = 0, 3, ρf = 1, 165 kg·m−3, η = 40, 0 mPa· s et 0 ≤ Re ≤ 2, 2. (4) : résultats
expérimentaux. Pointillés : résultats numériques.

1.4.1.2 Fluide newtonien en régime inertiel

Lorsque nous utilisons de l’eau, le nombre de Reynolds est plus élevé, et la force augmente
plus que linéairement avec la vitesse, comme le montre la figure 1.6. En géométrie parallèle
infinie, le terme (V .grad )V s’annule exactement, et les effets inertiels n’apparaissent que
lorsque l’écoulement devient turbulent, à Re = 900 environ [63]. Il est donc probable que les
non-linéarités observées soient localisées principalement à l’entrée (où la cellule ne peut être
considérée comme infinie, et où les parois ne sont pas parallèles) et en partie à l’extrémité
du cylindre. Pour vérifier cette hypothèse, il aurait fallu soustraire la valeur de force pour
un cylindre long et celle pour un cylindre qui s’arrête dans le Y. Il s’agit de soustraire deux
valeurs faibles, ce qui induit des incertitudes importantes, et nous n’avons pas effectué cette
mesure.

La force reste proportionnelle à la vitesse uniquement pour 0 ≤ Re ≤ 20 (en bon accord
avec les simulations numériques). Cependant, même pour des nombres de Reynolds de 200,
l’évaluation de la force en utilisant la modélisation du régime visqueux donne encore l’ordre
de grandeur correct de cette force (30% d’écart).

1.4.1.3 Fluide non-newtonien en régime visqueux

Nous avons également effectué des mesures de la force de traînée s’exerçant sur un
cylindre lors de l’écoulement d’une solution aqueuse de scléroglucane, dont un exemple est
présenté figure 1.7. La force augmente plus lentement que linéairement avec la vitesse, ce
qui est cohérent avec le caractère rhéofluidifiant du fluide. En effet, lorsque la vitesse (et
donc le taux de cisaillement γ̇) augmente, la viscosité effective ηe diminue. Qualitativement,
par analogie avec le cas newtonien, la force hydrodynamique est proportionnelle à ηeUm, et
augmente donc moins vite que Um.
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Figure 1.6 – Même mesure que Fig. 1.5 en utilisant de l’eau. ρf = 1, 00 kg·m−3, η =
1, 0 mPa· s et 0 ≤ Re ≤ 220. (4) : expériences. Pointillés :résultats numériques.
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Figure 1.7 – Mesure similaire à celle de la Fig. 1.5 en utilisant une solution aqueuse de sclé-
roglucane (fluide rhéofluidifiant). D = 1, 5 mm, h0 = 4, 9 mm, β = 0, 3, ρf = 1, 0 kg·m−3,
L = 24 cm, caractéristiques rhéologiques du fluide donné par la figure 1.2 . (4) : expériences.
Pointillés : résultats numériques (voir section 1.3.1). Tirets gris fins : calcul approché
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La modélisation numérique de l’écoulement non-newtonien (voir section 1.3.1) permet
de retrouver de manière quantitative la force sur le cylindre (voir Fig. 1.7 ). Dans notre
expérience, il est possible d’estimer l’ordre de grandeur de cette force en utilisant le coefficient
λ|| calculé dans le cas newtonien, et en estimant la viscosité effective ηe à partir de la courbe
rhéologique du fluide (voir Fig. 1.2 ) et en supposant le taux de cisaillement égal à Um/h0.
Cette estimation (qui correspond aux tirets gris de Fig. 1.7 ), donne effectivement le bon
ordre de grandeur de la force (écart d’environ 25% pour la courbe présentée). L’accord entre
les valeurs expérimentales et celles obtenues par simulation numérique montre que l’écart
entre le cas du scléroglucane et le cas d’un fluide newtonien n’est dû qu’à la variation de la
viscosité effective avec le taux de cisaillement, il n’y a pas d’effets supplémentaires (élasticité
du fluide, par exemple).

1.4.2 Variation de la traînée avec la viscosité
Tout d’abord, l’accord quantitatif dans la figure 1.5 entre les données expérimentales

et les prédictions numériques, obtenu sans paramètre ajustable, suggère fortement que la
modélisation que nous avons développée est valable pour les écoulements à Re < 20, et en
particulier l’hypothèse de linéarité de la force avec la viscosité.

De manière plus directe, nous avons réalisé deux expériences (correspondant aux points
(♦) et (O) de la figure 1.9(a)) avec la même configuration expérimentale, excepté la viscosité
η du fluide qui diffère d’un facteur 2. Les résultats coïncident, aux incertitudes expérimen-
tales près, ce qui confirme que la force est bien proportionnelle à la viscosité.

1.4.3 Champ de vitesse numérique
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Figure 1.8 – Champ de vitesse (numérique) dans le cas d’un écoulement parallèle au cy-
lindre, pour un cylindre de diamètre adimensionné β = 0, 66 centré. (a) : cas sans paroi
latérale (zoom). (b) : cas avec parois latérales (dans les simulations utilisées pour la déter-
mination de λ||, les parois latérales sont nettement plus éloignées que sur la figure).

Dans cette section, nous décrivons qualitativement le champ de vitesse obtenu numéri-
quement qui nous aidera à interpréter les résultats obtenus pour λ||.
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Nous observons dans la figure 1.8(a) qu’il existe une zone morte (très faible vitesse) entre
le cylindre et les parois. La perturbation due au cylindre s’atténue sur une distance suivant
x de l’ordre de la distance entre les plaques ; plus loin l’écoulement est un profil parabolique
de Poiseuille. Le fait que cette distance d’atténuation est la même que la distance entre les
plaques (au moins lorsque le diamètre du cylindre du même ordre de grandeur que cette
distance) est une propriété de l’équation de Laplace [70].

L’effet des parois latérales, sur lesquelles la vitesse du fluide est nulle, est de diminuer la
vitesse à leur voisinage, sur une longueur (en x) de l’ordre de h0(voir Fig. 1.8 (a)). Comme
nous adimensionnons le champ de vitesse par la vitesse moyenne, la vitesse maximale ainsi
que la vitesse près du cylindre est plus importante dans le cas où il y a des parois latérales
que lorsqu’elles son absentes.

1.4.4 Variation de λ|| avec le diamètre
Dans cette section, nous étudions comment la valeur de λ|| varie avec le diamètre adi-

mensionné β qui quantifie le confinement, lorsque le cylindre est situé à mi-distance des
plaques.

1.4.4.1 Traitement des données expérimentales

Expérimentalement, nous déterminons λ|| à partir de la mesure de la force sur le cylindre,
et nous faisons varier le confinement en changeant le diamètre de celui-ci ou l’ouverture de
la cellule.

Cependant, dans notre dispositif, la distance entre les plaques (et donc le confinement)
n’est pas constant à l’entrée (en haut) de la cellule. En conséquence, la force par unité de
longueur augmente continûment le long du cylindre et n’est constante que dans la zone
d’ouverture h0 constante. Pour déterminer la valeur de λ||, nous avons répété deux fois la
même expérience avec deux cylindres de longueurs L1 et L2 (assez longs pour atteindre
la partie où l’ouverture est constante). À partir de l’équation 1.5, nous en déduisons que
∆F = λ||Um(L1 − L2), ce qui permet de mesurer λ||.

La figure 1.9(a) présente les valeurs obtenues en soustrayant les forces mesurées pour
deux cylindres de longeurs différentes (symboles (�,�,�)). Les résultats numériques pour
une cellule de rapport de forme W/h0 = 18 (i.e. d’ouverture h0 = 4, 9 mm) qui correspond à
ces expériences sont aussi représentés sur la même figure, et sont en accord avec les résultats
expérimentaux.

Dans nos expériences, la partie l de la longueur du cylindre située dans la partie en Y est
généralement plus petite que la longueur L à l’intérieur de la zone d’ouverture constante,
de sorte que son influence sur la valeur de la force totale est relativement faible. En pra-
tique, et de manière à déterminer λ|| à partir d’une seule mesure de force, nous avons
estimé de manière approchée la force à l’intérieur du Y en supposant que, même si h dé-
pend de z, la valeur de λ|| est la même dans toutes les sections. La diminution de la force
dans le Y a été ainsi partiellement prise en compte en écrivant la diminution de la vitesse
moyenne U(z) = h0 Um/h(z) (à cause de la conservation du débit). L’équation (1.5) devient
alors : F = λ||ηUm(L +

∫ 0
−l(h/h(z))dz) avec h(z) = h0 + (h0 − hi)z/l (hi est l’ouverture

deans le haut de la partie en Y). λ|| est alors reliée à la force F par : λ|| = F/(η Um L∗) où
L∗ = L+l h0 ln( hi

h0
)/(hi−h0)est une longueur équivalente. Tous les points de la figure 1.9(a),

sauf ceux correpondant aux symboles (�,�,�), ont été obtenus par la méthode de la lon-
gueur équivalente que nous venons de décrire. Cette approximation est validée par la faible
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Figure 1.9 – Variation de λ|| avec β = d/h0 pour des cylindres situés à mi-distance des
deux plaques. Les symboles correspondent aux points expérimentaux, et sont définis dans
la table 1.1. Lignes continues : résultats numériques 2D. (a) : cellule de rapport de forme
W/h0 ≈ 18 (h0 = 4, 9 mm). Tirets : résultats numériques dans la limite W/h0 → ∞. (b) :
cellule de très grand rapport de forme W/h0 = 120 (h0 = 0, 75 mm) ; Pointillés : terme de
friction visqueuse, tirets : terme de pression.
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différence entre les valeurs obtenues pour les mêmes paramètres expérimentaux par cette
méthode (⊗) et par soustraction de la force pour deux cylindres de longueurs différents (�).

1.4.4.2 Influence de la nature du cylindre

Les valeurs expérimentales et numériques obtenues pour λ|| sont en bon accord (voir Fig.
1.9 (a)). Les données expérimentales ont été obtenues pour des cylindres de natures diffé-
rentes (voir Tab. 1.1 ) : tiges rigides (PMMA, fer), tubes (verre), fils de couture multibrins de
diamètre irrégulier (soie, polyester). Ceci montre que la valeur de λ|| dépend essentiellement
du diamètre moyen et pas des irrégularités de la surface du cylindre, comme cela est attendu
en régime de Stokes (voir comme autre exemple la partie correspondant aux faibles nombre
de Reynolds dans le diagramme de Moody cité dans [35]). En ce qui concerne les tubes
(verre), la force due à l’écoulement à l’intérieur du tube compense exactement le défaut de
la force de pression (cela résulte du bilan de quantité de mouvement sur le fluide à l’intérieur
du tube).

1.4.4.3 Influence des parois latérales

Dans la figure 1.9(a), les points expérimentaux sont (comme cela est attendu) plus
proche des résultats numériques (ligne continue) obtenus en prenant en compte le rapport
de forme fini de la cellule W/h0 = 18 que lorsque la largeur W de la cellule est supposée
infinie (tirets). La différence entre ces deux courbes est néanmoins faible, de l’ordre de 10%,
ce qui montre que l’effet des parois latérales est faible. L’effet de ces parois solides est
d’augmenter la vitesse près du cylindre (voir section 1.4.3) ; et donc la force et de λ|| (ce qui
va bien dans le sens des deux courbes de Fig. 1.9 (a)).

Cette correction devient complètement négligeable dans le cas de la cellule plus étroite
(h0 = 0, 75 mm mm et W/h0 = 120) et les résultats sont les mêmes que pour W/h0 →
+∞. Pour cette cellule, il est plus difficile de contrôler expérimentalement la position du
cylindre. Les deux valeurs expérimentales obtenues (en utilisant la méthode de la longueur
équivalente) sont toutefois en bon accord avec les calculs numériques (voir Fig. 1.9 (b)).
De plus, l’utilisation des deux cellules permet de confirmer que le diamètre du cylindre
n’intervient que par le rapport adimensionné β = D/h0.

D’autre part, notons que la valeur de λ|| ne dépend pas de la position exacte du cylindre
dans la direction x (tant que celui-ci se trouve à plus de 2h0 de la paroi latérale), parce
que la perturbation du champ de vitesse due au cylindre s’amortit sur une longueur h0. La
variation avec x est si faible que nous n’avons pas pu la mesurer.

1.4.4.4 Variation de λ|| avec β

Dans cette section nous nous focalisons sur le cas d’une cellule sans paroi latérales.
La valeur de λ|| augmente avec β, c’est-à-dire que la force augmente avec le diamètre.

Ceci est en accord (heureusement !) avec le théorème d’inclusion monotone valable en régime
de Stokes (Hill et Power cités dans [71]). Ce théorème, qui repose sur l’ellipticité et la
linéarité de l’équation de Stokes, assure que si un objet A est inclus dans un objet B, la
force hydrodynamique qui s’exerce sur A est inférieure à celle qui s’exerce sur B, si les
conditions aux limites sont les mêmes (ce qui est bien le cas pour une cellule infinie).

Toujours dans le cas d’une cellule de rapport de forme infini, nous calculons séparément
le terme de pression (pointillées dans Fig. 1.9 (b)) et le terme de friction visqueuse (tirets
dans Fig. 1.9 (b)). La force de friction visqueuse sature pour β > 0, 2, puis diminue pour
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β > 0, 8 ; la force de pression augmente rapidement avec β (comme l’aire du cylindre, c’est-
à-dire en β2, voir section 1.3.1). Pour β > 0, 2, la somme des deux contributions (i.e. λ||)
augmente de manière approximativement linéaire avec β (λ|| ≈ 2, 1 + 13, 8 β). La valeur de
λ|| ne diverge pas pour β = 1, parce que le cylindre perturbe faiblement l’écoulement : le
fluide peut facilement passer à côté du cylindre (voir section 1.4.3).

1.4.5 Variation de λ|| avec la position Gy du cylindre dans l’ouver-
ture
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Figure 1.10 – Variation de λ|| avec la distance normalisée Gy/h0 à partir du plan médian,
voir Fig. 1.1 (a) : d = 1, 5 mm et h0 = 4, 9 mm. Les autres paramètres sont les mêmes que
pour la ligne correspondant au symbole 4 de la table 1.1. La gamme de valeurs de Gy est
limitée : |Gy/h0| < |0, 5 − d/(2h0)| = 0, 35. (�, ♦, ◦) : répétitions successives de la même
expérience. Ligne continue : résultat numérique pour la force ; tirets : profil parabolique
proportionnel au profil de Poiseuille. (b) : β = 0, 002, les lignes ont la même signification
que dans la figure (a).
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Figure 1.11 – Rapport des valeurs de λ|| à la paroi et au centre en fonction de β. (4) et
(./) : points expérimentaux ; ligne continue : résultats numériques.

Le dispositif expérimental nous permet de positionner précisément (résolution de 10 µm)
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le cylindre dans l’ouverture de la cellule. Grâce à la possibilité de visualisation sur le côté,
nous pouvons vérifier la valeur de la distance du cylindre au plan moyen des plaques.

Les valeurs expérimentales de λ|| sont tracées en fonction de Gy/h0 en figure 1.10 (a).
Dans ce cas, trois expériences successives sont réalisées pour vérifier la reproductibilité. Pour
toutes les valeurs de β étudiées, la courbe a une allure parabolique avec un maximum en
Gy/h0 = 0 (cylindre au centre). Le coefficient λ|| décroît lorsque le cylindre s’approche de
la paroi (ligne continue dans Fig. 1.10 ). Cette variation est plus faible que pour une loi
parabolique de type Poiseuille (tirets).

La figure 1.11 donne la variation de β en fonction du rapport des valeurs de λ|| pour un
cylindre en contact avec une paroi et à mi-distance des plaques. L’allure de cette courbe est
donnée par l’ajustement empirique 1 − 0, 9 × exp(−3, 4β) dans la gamme 0, 03 ≤ β ≤ 1.
Même si le profil de variation est partout parabolique, λ|| décroît plus près des parois pour
les faibles valeurs de β ; pour β � 1, cette variation est proche de celle de d’un profil de
type Poiseuille (voir Fig. 1.10 (b)). Cela est attendu puisque si le diamètre du cylindre est
très faible, il est essentiellement sensible à la vitesse locale, qui suit un profil de Poiseuille.

1.5 Résultats expérimentaux et numériques pour λ⊥
Comme nous l’avons vu, le cylindre perturbe faiblement l’écoulement dans le cas où il

est parallèle à l’écoulement, puisque le fluide peut contourner la zone autour du cylindre.
Au contraire, la perturbation est nettement plus importante lorsque que le même cylindre
est placé perpendiculairement à l’écoulement. Plus précisément, la section d’écoulement
est fortement réduite au voisinage du cylindre, en particulier lorsque β −→ 1. Dans une
approche 2D (voir section 1.3.2), c’est dans cette zone de faible ouverture que sont localisés
les gradients de vitesse élevés (transverses, selon y) ainsi que les forts gradients de pression
(longitudinaux, selon z).

Comme le cylindre est fixé à des fils de suspension, choisir sa position dans la cellule
n’est pas évidente. Nous discutons ce problème dans la section 1.5.1. En section 1.5.2 nous
donnerons la gamme de valeurs de nombre de Reynolds pour laquelle l’équation de Stokes
est suffisante pour décrire la force sur le cylindre. La section 1.5.4 présente les résultats de
mesures de la force pour différents diamètres et positions dans la cellule, mais uniquement
dans le cas L ' W . L’effet de blocage est réduit lorsque la longueur du cylindre est plus
petite que la largeur W de la cellule. En effet, une partie de l’écoulement est dévié vers la
zone située entre l’extrémité du cylindre et la paroi latérale de la cellule, ce qui réduit la
force qui s’exerce sur le cylindre. Cet effet de déviation au voisinage du cylindre est visible
sur la figure 1.12(a) qui présente les lignes de courant expérimentales (obtenues par injection
de colorant) près d’un cylindre (en rouge) perpendiculaire à l’écoulement. La section 1.5.5
présente les mesures expérimentales de λ⊥ en fonction de L/W ainsi que les résultats des
simulations numériques 3D qui sont nécessaires pour modéliser cet effet de court-circuit.

1.5.1 Position du cylindre dans la cellule
Afin de mesurer une valeur pertinente de la force de traînée, il est nécessaire que la

position du cylindre dans l’ouverture soit bien définie et ne change pas avec le débit. Nous
observons que les cylindres de grandes longueurs (L ' W ) se placent spontanément à mi-
distance des plaques, parallèlement à celles-ci, à partir de nombres de Reynolds assez faibles
(0, 1 dans les expériences que nous avons réalisées). Il s’agit d’un effet inertiel : étant donné
la symétrie amont-aval de la géométrie, il ne peut en effet y avoir de portance en régime
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Figure 1.12 – Lignes de courant expérimentales pour des cylindres touchant une paroi (en
y). Il n’y a qu’un injecteur, les figures sont des superpositions d’images. (a) : β = d/h0 =
0, 83, (b) : β = 0, 31

de Stokes [35]. Le positionnement spontané d’un objet dû à l’inertie dans un écoulement
confiné à déjà été étudié dans le cas d’une sphère dans un tube [72, 73].

Nous mesurons donc la force de traînée en régime de Stokes (λ⊥) en une position (le
milieu de la cellule) imposée par une portance d’origine inertielle. Ceci n’est paradoxal qu’en
apparence : la traînée est non nulle en régime de Stokes, et la correction due à l’inertie change
peu cette valeur pour les nombres de Reynolds faible (Re < 5) ; par contre, la portance est
nulle en régime de Stokes, et la correction inertielle correspond à la portance totale. De plus,
comme les forces de rappels (gravité et rigidité des fils) sont très faibles dans la direction y,
une toute petite portance centre le cylindre. Ces effets inertiels seront étudiés plus en détail
dans le chapitre 2.

Pour les cylindres plus courts (L < W ), le cylindre prend une position quelconque, et
c’est d’ailleurs ce qui nous empêche d’obtenir des résultats pour des cylindres trop courts.
En effet, à cause de l’effet de court-circuit, les forces (traînée mais aussi portance) sont plus
faibles. Pour les cylindres les plus courts, nous avons utilisé des mélanges eau-glycérol de
masse volumique à peine plus faible celle des cylindres (en PMMA) pour obtenir une mesure
pertinente. Nous avons pu également mesurer la force sur un cylindre touchant une paroi,
en plaçant un fil de fer dans des cylindres creux et en attirant ceux-ci contre la paroi grâce
à un aimant (l’aimant est placé un peu plus bas que le cylindre afin d’assurer que les fils de
suspension soient toujours en tension). Les positions intermédiaires par contre, ne sont pas
accessibles expérimentalement.
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Figure 1.13 – Variation de la force sur un cylindre perpendiculaire à l’écoulement à mi-
distance des deux plaques en fonction de la vitesse moyenne Um pour un mélange eau-
glycérol. D = 2, 96 mm, h0 = 4, 9 mm, η = 39, 1 mPa· s et 0 ≤ Re < 2. (�) : expériences.
Pointillés : résultats numériques 2D.

1.5.2 Variation de la force avec la vitesse du fluide

Dans le cas d’un cylindre perpendiculaire à l’écoulement, comme pour un cylindre paral-
lèle à l’écoulement, la traînée est proportionnelle à la vitesse du fluide lorsque le fluide utilisé
est un mélange eau-glycérol, tel que le nombre de Reynolds de l’écoulement reste faible (voir
Fig. 1.13 ; la légère différence entre les résultats expérimentaux et les résultats numériques
2D sera discutée en section 1.5.5). À cause du caractère non-parallèle de l’écoulement, les
effets inertiels apparaissent plus tôt que pour un cylindre parallèle à l’écoulement : tous les
résultats présentés dans cette section ont été obtenus pour Re < 5, valeur jusqu’à laquelle
la variation de la force avec la vitesse du fluide reste linéaire.

1.5.3 Champs de vitesse et de pression

La figure 1.14 présente les champs de vitesse et de pression pour un cylindre perpendi-
culaire à l’écoulement. La vitesse présente bien la symétrie amont-aval, caractéristique des
écoulements de Stokes pour une géométrie qui possède cette symétrie, et la pression est bien
antisymétrique. La vitesse est très grande dans les zones de faible espacement, à cause de
la conservation du débit ; le profil de vitesse est à nouveau un profil de Poiseuille pour des
distances suivant x au cylindre supérieures à quelques h0. L’essentiel de la chute de pression
est localisée au voisinage du cylindre dans la zone de faible espacement, où les isovaleurs de
la pression sont presque perpendiculaires à la paroi. Ceci confirme les hypothèses du calcul
analytique de la section 1.3.2.
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Figure 1.14 – Écoulement perpendiculaire au cylindre, pour un cylindre de diamètre β =
0, 66 centré. (a) : couleurs : vitesse selon z, lignes continues : lignes de courant. (b) : pression
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Figure 1.15 – Variation de λ⊥ avec β pour L ≈ W . Cylindre en contact avec une paroi : les
symboles ouverts correspondent aux expériences, la ligne (−·−) aux résultats numériques
2D. Cylindre à mi-distance des plaques : les symboles pleins correspondent aux expériences,
la ligne continue aux simulations numériques 2D (voir Tab. 1.2 ). Pointillés : rapport des
valeurs correspondant à la ligne continue () et à la ligne (−·−)
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1.5.4 Variation de λ⊥ avec le diamètre et la position du cylindre
dans l’ouverture

Dans les expériences présentées dans cette section, la longueur du cylindre est choisie
aussi proche que possible de la largeur du cylindre (0, 93 < L/W < 1), dans le but de
minimiser l’effet de court-circuit (ce point sera discuté plus en détail dans la sous-section
suivante). La variation de β avec λ⊥ est présentée en figure 1.15, pour des cylindres situés
au centre de la cellule ou en contact avec une paroi.

Ici aussi, l’accord entre les valeurs expérimentales et les simulations numériques 2D
est satisfaisant (mieux que 10%). Expérimentalement, nous obtenons des valeurs de λ⊥
atteignant 2500 alors que (voir Fig. 1.9 ) la valeur maximale de λ|| vaut 18 ; cette valeur très
importante et la divergence de λ⊥ lorsque β → 1 est due à la forte impédance hydraulique
de la zone de faible ouverture (voir section 1.3.2 et 1.5.3).

Lorsque l’axe du cylindre est à mi-distance des plaques, l’ouverture hydraulique de cha-
cune des deux zones de faible ouverture vaut h0(1 − β)/2. Si le cylindre touche une paroi,
il n’y a plus qu’une zone de faible ouverture h0(1 − β) (i.e. deux fois celle du cas précé-
dent). Dans l’approximation de lubrification (β → 1), la chute de pression ∆p pour un
débit Q donné varie comme la puissance −5/2 de l’ouverture hydraulique (comme dans Éq.
(1.21)). Même en prenant en compte le fait que tout l’écoulement passe par un seul canal,
cette variation de la pression avec l’ouverture est suffisamment importante pour que la force
de traînée diminue lorsque le cylindre touche une paroi. Plus quantitativement, le coeffi-
cient λ⊥ diminue d’un facteur 2

√
2 par rapport à la valeur au centre. Nous observons bien

expérimentalement et numériquement ce rapport entre les forces mesurées dans ces deux
configurations, comme le montre la figure 1.15 (tirets).

Le cas L ≈ W est donc modélisé avec succès par une approche 2D. Cette configuration
a déjà été étudiée numériquement par [49, 50, 51] ; par contre, lorsque le cylindre est plus
court que la largeurW de la cellule, l’écoulement peut être perturbé (voir Fig. 1.12 (a)) et la
modélisation 2D ne reproduit plus les données expérimentales. Ces effets 3D sont présentés
dans la section suivante.

1.5.5 Variation de λ⊥ avec la longueur du cylindre
Tout d’abord, nous comparons la variation de λ⊥ avec W pour trois diamètres d diffé-

rents. Pour tous les cylindres, la version maximale λmax⊥ de λ⊥ est atteinte lorsque L/W est
proche de 1. Dans ce cas, cette valeur λmax⊥ est bien modélisée par des calculs 2D (voir Fig.
1.15 ) ; les petites irrégularités sont liées à des incertitudes expérimentales (inhomogénéités
de l’ouverture de la cellule ou rugosité par exemple).

Les valeurs expérimentales du rapport λ⊥/λmax⊥ en fonction du rapport L/W (dans la
gamme 0, 42 ≤ L/W ≤ 0, 99) sont présentées en figure 1.16. Lorsque L/W diminue en
partant de 1, le rapport λ⊥/λmax⊥ devient nettement plus petit que 1 ; cette diminution est
particulièrement importante lorsque β est grand : par exemple, pour β = 0, 83, λ⊥/λmax⊥
décroît de 60 % pour une réduction de L/W de seulement 5 %. Cette forte variation est
due à la déviation partielle de l’écoulement vers l’espace entre l’extrémité du cylindre et la
paroi latérale de la cellule (voir Fig. 1.12 ), ce qui diminue la vitesse entre le cylindre est les
plans y = ±h0/2 et donc la force de traînée. Comme le montre la figure 1.16, cet effet de
court-circuit est particulièrement important si cet espacement est important (faibles valeurs
de L/W ) et si le passage entre le cylindre et les plans y = ±h0/2 est étroit (β → 1, ce qui
correspond a des faibles perméabilités). Si le diamètre normalisé du cylindre n’est pas trop
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Figure 1.16 – Variation du coefficient de traînée normalisé λ⊥/λmax⊥ en fonction de la
longueur adimensionnée L/W , pour des cylindres de différents diamètres situés au centre de
la cellule. (N), (�) and (•) : expériences réalisées respectivement pour β = 0, 31, β = 0, 65
et β = 0, 83 (voir Tab. 1.2 ). Lignes (−−), (−·−) et (· · ) : résultats numériques 3D
obtenus respectivement pour β = 0, 31, β = 0, 65 et β = 0, 83.

grand (β < 0, 3 dans nos expériences), la valeur 2D donne un ordre de grandeur correct.
Ces observations sont cohérentes avec la visualisation des lignes de courant : si le diamètre
normalisé du cylindre est grand (voir Fig. 1.12 (a)), l’écoulement est nettement dévié, alors
qu’il l’est très peu si le diamètre normalisé du cylindre est plus faible (voir Fig. 1.12 (b)).

Pour prévoir numériquement la variation de λ⊥/λmax⊥ , il est nécessaire de résoudre l’équa-
tion de Stokes 3D : les trois composantes du champ de vitesse V (x, y, z) doivent être dé-
terminées, et pas seulement Vy(y, z) and Vz(y, z) comme dans le cas 2D. Ces calculs ont été
réalisé avec FreeFem3D (voir section 1.3.2). Comme test de validation, nous avons considéré
tout d’abord le cas où la longueur du cylindre est égale à la largeur de la cellule (L = W ). Si,
en plus, nous choisissons une condition de glissement sur les parois latérales, les simulations
3D et 2D sont équivalentes et les résultats doivent être similaires. En fait, les simulations
3D prévoient des valeurs de λ⊥ supérieures de 20 % au plus : cette différence est sans doute
due à des problèmes numériques (types d’élément finis, taille du maillage). Par contre, les
variations relatives de forces semblent correctes.

Ces simulations 3D ont été réalisées pour différentes valeurs de L/W et pour trois dia-
mètres adimensionnés β différents, qui correspondent aux valeurs utilisées lors des expé-
riences. Les différentes lignes de la figure 1.16 relient les points correspondant aux rapports
λ⊥/λ

max
⊥ obtenues grâce à ces simulations (les valeurs de λmax⊥ sont ceux obtenues dans

les simulation pour L = W ). L’accord entre les valeurs expérimentales et numériques de
λ⊥/λ

max
⊥ est correct. Ceci confirme que, dans cette géométrie, les variations de la traînée

avec L/W reflètent le caractère tridimensionnel important de l’écoulement.
La variation de λ⊥ avec la position du cylindre dans l’ouverture a également été étu-

diée pour les deux positions accessibles expérimentalement : cylindre au centre et cylindre
touchant une paroi. Comme cela a été montré dans la section 1.5.4, la force de traînée doit
être plus faible lorsque le cylindre est en contact avec la paroi que lorsque que lorsqu’il est
à mi-distance de celles-ci. Les variations expérimentales du rapport λ⊥/λmax⊥ en fonction de
L/W sont présentées pour les deux configurations en figure 1.17, et ceci pour deux valeurs
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Figure 1.17 – Variation du coefficient de traînée normalisé λ⊥/λmax⊥ en fonction de la lon-
gueur normalisée L/W pour deux positions du cylindre : à mi-distance des plaques (symboles
pleins) ou touchant une paroi (symboles ouverts). (4,N) et (◦, •) correspondent respective-
ment à β = 0, 31 et β = 0, 83 (voir Tab. 1.2 ). Les lignes servent à guider l’oeil.

du diamètre β. Les barres d’erreur sont essentiellement dues au fait que pour les plus petits
cylindres, il faut soustraire la contribution des petits fils de suspension, dont la position
n’est pas exactement connue ; la contribution de la partie non parallèle à l’écoulement est
approximée en combinant linéairement les valeurs de λ|| et λ⊥ pour les petits fils (ce qui ne
serait pas possible pour de très gros fils qui bloqueraient eux aussi l’écoulement et subiraient
une force hydrodynamique non proportionnelle à la longueur du cylindre). La diminution
du coefficient λ⊥ avec L est plus prononcée dans le cas où le cylindre se trouve au centre des
deux plaques. Cela est dû au fait que le blocage est plus important pour un cylindre situé au
centre (perméabilité plus faible, voir section 1.3.2), et que l’écoulement est donc plus dévié.

Nous avons également vérifié l’influence de la viscosité en comparant les résultats de deux
expériences où seule la viscosité varie : η = 50 mPa· s pour le point (+) de la figure 1.17
et η = 30 mPa· s pour le point (◦) correspondant de la même figure. Les points coïncident,
ce qui confirme que la traînée est bien proportionnelle à la viscosité.

1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté des expériences et des calculs numériques déter-

minant la force de traînée sur un cylindre rigide confiné entre deux plaques, en régime de
Stokes. Deux cas limites ont été étudiés : le cas où le cylindre est parallèle à l’écoulement,
et celui où il est perpendiculaire. Dans ces deux configurations, la force de traînée est pro-
portionnelle à la vitesse de l’écoulement et à la viscosité, ce qui est la loi d’échelle attendue
dans le cas d’un écoulement de Stokes.

Par contre, la variation en fonction du coefficient de proportionnalité λ diffère nettement
entre ces deux configurations. Ces différences proviennent du fait que, lorsque le cylindre est
parallèle à l’écoulement, il ne modifie que peu celui-ci ; au contraire, un cylindre perpendi-
culaire à l’écoulement peut provoquer un blocage et le modifier notablement.
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Dans le cas parallèle, λ|| augmente avec β = D/h0 (diamètre adimensionné du cylindre,
qui caractérise le confinement) mais ne diverge pas lorsque β = 1 ; λ⊥ augmente nettement
plus vite avec β et diverge pour β = 1 (à cause du blocage de l’écoulement) lorsque la
longueur L du cylindre est proche de la largeur W de la cellule. Les calculs numériques 2D
dans les plans perpendiculaires (pour λ||) et parallèle (pour λ⊥ et L ' W ) à l’écoulement
moyen reproduisent quantitativement les résultats expérimentaux. Dans la configuration
où le cylindre est perpendiculaire à l’écoulement, un modèle analytique approché basé sur
l’approximation de lubrification donne une estimation correcte de λ⊥ (toujours pour L ' W )
dès que le confinement est suffisant (i.e. pour β > 0.2).

Dans la configuration perpendiculaire, sauf lorsque la longueur L du cylindre est très
proche de la largeur de la cellule W l’écoulement contourne le cylindre (à cause de la zone
de faible espacement, la zone du cylindre est une zone de faible perméabilité) ; ceci réduit
la vitesse du fluide près du cylindre ; cet effet est particulièrement important lorsque le
confinement est fort (β ' 1) et que le cylindre est à mi-distance des parois. Il en résulte une
forte baisse du coefficient λ⊥. Des simulations numériques 3D sont nécessaires pour prévoir
quantitativement cet effet.

Ces expériences ont également mis en évidence l’existence d’une portance dans le cas des
cylindres perpendiculaires à l’écoulement. Dans nos expériences, cette force est suffisante
pour maintenir le cylindre à mi-distance des plaques pour des nombres de Reynolds aussi
petits que 0, 1. Étant donné la symétrie amont-aval de la géométrie, la portance est nulle en
régime de Stokes : la portance est donc d’origine inertielle. Lorsque le nombre de Reynolds
de l’écoulement est plus élevé, l’effet de la portance n’est plus forcément de maintenir le
cylindre à mi-distance des plaques ; ce cas sera étudié dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Oscillation d’un cylindre confiné entre
deux plaques

2.1 Introduction
Comme nous l’avons mentionné au chapitre précédent, la position d’un cylindre placé

parallèlement à l’écoulement est indifférente, et elle est fixée par la position du point de
suspension. Au contraire, si le cylindre est perpendiculaire à l’écoulement, nous avons vu
au chapitre 1 qu’il se place à mi-distance entre les plaques, dans la gamme de nombre de
Reynolds 1 étudiée (0, 1 < Re < 5). Dans ce cas, la position centrée est stable et le cylindre
reste immobile une fois qu’il l’a atteinte. Par contre, pour des nombres de Reynolds plus
élevés mais néanmoins modérés (Re ∼ 20), nous verrons que le cylindre oscille spontanément
dans l’ouverture, même si le débit de la pompe est constant. Le cylindre oscille de manière
très régulière dans la direction normale aux plaques, tout en restant parallèle à celles-ci. Dans
ce chapitre, nous cherchons à déterminer quel sont les ingrédients essentiels de l’instabilité,
et à comprendre qualitativement ses mécanismes.

L’étude de l’oscillation d’un cylindre soumis à un écoulement à fait l’objet de nombreux
travaux [74, 75, 76, 77, 78]. Le cas le plus classique résulte de l’instabilité de Bénard-Von
Kármán, qui est l’instabilité de l’écoulement derrière un cylindre fixe [79, 35]. Des tourbillons
sont ainsi émis derrière un cylindre fixe, placé dans un écoulement infini, au-delà d’un nombre
de Reynolds seuil ReD = 47 [80, 81], avec la définition ReD = UD/ν, où U est la vitesse
(uniforme) loin du cylindre, D le diamètre de celui-ci et ν la viscosité cinématique du fluide.
Cette transition vers un régime oscillatoire n’est en fait qu’une de celles observées dans cette
géométrie : l’écoulement est symétrique pour ReD = 0, puis les recirculations apparaissent
pour ReD = 5, une région d’instabilité absolue apparaît à ReD = 25 [82], et enfin vers
180 l’écoulement devient 3D [83]. Toujours dans la modélisation la plus classique [84, 75],
le cylindre est supposé soumis à une force de rappel vers une position fixe et possède une
masse non nulle. Le cylindre possède ainsi une fréquence mécanique propre. Les vibrations
sont alors dues à la proximité de la fréquence mécanique du cylindre et de la fréquence
de l’émission des tourbillons. La situation classique correspond donc à un cylindre non-
confiné, soumis à une force de rappel, de masse non-nulle, soumis à un écoulement à un
nombre de Reynolds supérieur à ReD = 47. Remarquons que même avec ces hypothèses, le
comportement observé peut être nettement plus riche qu’une simple résonance : l’amplitude
de l’oscillation peut être notable sur une large plage de ReD [75, 85, 86, 87] (en particulier

1. le nombre de Reynolds Re est défini comme au chapitre 1 par Re = Umh0/ν, où Um est la vitesse
moyenne dans la cellule, h0 la distance entre les plaques et ν la viscosité cinématique du fluide.



40 2. Oscillation d’un cylindre confiné entre deux plaques

si la masse du cylindre est faible), l’amplitude peut être discontinue pour certaines valeurs
de ReD [88], et présenter de l’hystérésis [75].

L’instabilité présentée dans ce chapitre diffère tout d’abord de ce cas classique par le
caractère confiné du cylindre. D’autre part, comme nous le verrons en section 2.2.4, la gravité
est négligeable, et le cylindre n’est soumis à aucune force de rappel extérieure (le dispositif
n’est pas un simple pendule). Enfin, nous avons vérifié expérimentalement (voir section 2.2.4)
que l’instabilité étudiée apparaît pour un nombre de Reynolds nettement inférieur au seuil
d’émission de tourbillons pour un cylindre fixe. À notre connaissance, aucune étude détaillée
n’a été menée concernant l’oscillation d’un cylindre qui possède simultanément la propriété
de ne pas subir de force de rappel extérieure, d’être confiné et d’être placé dans un écoulement
de nombre de Reynolds inférieur au seuil d’émission des tourbillons pour un cylindre fixe.
Par contre, l’effet de chacun de ces trois points a été étudié séparément, comme cela est
détaillé ci-dessous.

En ce qui concerne la nécessité de la présence d’une force de rappel pour observer l’oscil-
lation, une étude numérique récente [89] a montré qu’un cylindre non-confiné à ReD = 100
oscillait même en l’absence de force de rappel, de masse et de dissipation liée au cylindre.
Une étude expérimentale [90] a montré qu’en l’absence de force de rappel, des cylindres de
densités inférieurs à une densité critique oscillent spontanément. De même, la trajectoire
d’un cylindre suffisamment léger en ascension dans un fluide au repos n’est pas rectiligne
[91].

Des oscillations du cylindre ont été observées [92, 93] même si le cylindre est confiné
entre deux plaques. Cependant, ces travaux considèrent uniquement le cas d’un cylindre
soumis à une force de rappel et des nombres de Reynolds supérieurs au seuil d’émission
des tourbillons ReD. Plus récemment, une étude a pris en compte l’effet du confinement et
l’effet de l’absence de force de rappel [94] pour un cylindre (de forme carrée) libre d’osciller
perpendiculairement à un écoulement confiné entre deux plaques. Le cylindre oscille de
manière sinusoïdale au-dessus d’une masse critique, et de manière irrégulière en-dessous.
Certaines simulations sont faites pour des nombres de Reynolds inférieur au seuil (voir [95]),
même si cet aspect n’est pas discuté dans l’article.

La quasi-totalité des études se restreignent à des nombres de Reynolds supérieurs à
ReD = 47, mais quelques études se sont éloignées de la configuration classique uniquement
en diminuant le nombre de Reynolds. Des oscillations pour des nombres de Reynolds de
l’ordre de ReD = 20 ont été ainsi prédites numériquement pour des cylindres non-confinés
de masse non-nulle soumis à une force de rappel extérieure [96, 97].

Dans ce chapitre, nous commençons par décrire en section 2.2 les particularités du dis-
positif expérimental utilisé par rapport à celui du chapitre 1. Nous présentons ensuite les
résultats expérimentaux, en montrant notamment la régularité des oscillations et les varia-
tions de l’amplitude et de la fréquence avec le nombre de Reynolds. Le cas d’un cylindre
fixé est discuté. Nous trouvons que le cylindre oscille pour un nombre de Reynolds inférieur
au nombre de Reynolds d’émission des tourbillons de Bénard-Von Kármán : les oscillations
mettent en jeu un couplage fort entre le fluide et le cylindre. Afin de comprendre les méca-
nismes de l’instabilité, nous effectuons des simulations numériques. La section 2.3 détaille
la modélisation et les résultats numériques pour les oscillations libres, qui sont comparés
aux résultats expérimentaux. Comme les oscillations sont sinusoïdales, nous cherchons en
section 2.4 à écrire que la position du cylindre est solution d’un système dynamique faible-
ment non-linéaire. Pour cela, nous forçons numériquement l’oscillation du cylindre, à des
amplitudes et à des fréquences différentes de celles des oscillations libres, et mesurons la
force hydrodynamique totale s’exerçant sur le cylindre. Ces simulations montrent que la
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position du cylindre est solution d’une équation de Van der Pol. L’origine hydrodynamique
des coefficients de cette équation sont discutés en section 2.5.

2.2 Dispositif et résultats expérimentaux

2.2.1 Dispositif expérimental

x

y
z

Pipette
Pasteury

Fils de
suspension

Cylindre

U

W

Injection

Aspiration

L

Ls

h0

Figure 2.1 – Dispositif expérimental utilisé pour étudier l’oscillation du cylindre. La dési-
gnation des axes x et z a été modifiée par rapport au chapitre 1.

Le dispositif expérimental est similaire à celui qui a été utilisé pour la mesure des forces
de traînée s’exerçant sur le cylindre (voir Fig. 2.1 ).

Contrairement au chapitre 1, nous nous restreignons, pour simplifier l’étude, au cas où le
problème est le plus proche possible du cas 2D, c’est-à-dire que nous choisissons la longueur
L du cylindre approximativement égale à la largeurW de la cellule (L/W > 0, 98). La partie
supérieure des fils de suspension est maintenue dans une pipette Pasteur dont l’extrémité est
située plus bas que la partie en Y. La longueur des fils de suspension est Ls = 150 mm. La
partie du fil contenu dans la pipette Pasteur ne peut presque pas se déplacer latéralement.

Comme nous ne cherchons pas à mesurer la force de traînée, la balance n’est plus utilisée.
La quantité mesurée est la position du cylindre au cours du temps. Nous utilisons une caméra
Pixelink contrôlée par le logiciel Streampix, afin de garantir un intervalle de temps constant
entre deux images (environ 22 images/s). La position Gy du centre du cylindre est déduite
des images du film par corrélation entre l’image expérimentale et une image virtuelle d’un
cercle. Cette méthode de corrélation d’images mesure les déplacements avec une précision
sub-pixel (comme dans la méthode développée au chapitre 3). Par contre, la position absolue
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du centre et des parois n’est connue qu’avec une précision de l’ordre du pixel (les mesures
sont compatibles avec une oscillation symétrique par rapport au centre).

Afin d’augmenter le nombre de Reynolds par rapport au chapitre 1, les fluides utilisés
sont moins visqueux. Deux fluides de même masse volumique mais de viscosités légèrement
différentes ont été utilisés : l’eau et une solution aqueuse de natrosol (concentration environ
1 g·L−1). Une mesure effectuée en utilisant un viscosimètre Low Shear à montré que ce
fluide est newtonien dans la gamme de taux de cisaillement accessibles (1− 100 s−1). Du
colorant (nigrosine 0, 1 g·L−1) est ajouté pour améliorer la visualisation. La vitesse de
rotation de la pompe est de 6 tour/s (pour un débit de 100 mL/s), et l’engrenage qui met
en mouvement le fluide comporte environ 20 dents : la fréquence de modulation du débit
est nettement plus grande que celle des oscillations (voir Fig. 2.4b ). La pompe impose donc
un écoulement en entrée qui peut être considéré comme constant en temps. Pour éviter
l’influence de la gravité (pendule), nous choisissons des cylindres en PMMA, dont la masse
volumique (1190 kg/m3) est proche de celle de l’eau. Le diamètre des cylindres en PMMA
vaut 3, 2 mm dans la plupart des expériences (soit β = 0, 66).

2.2.2 Oscillation du cylindre
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Figure 2.2 – Position du centre du cylindre Gy au cours du temps (β = 0, 66). (◦) : points
expérimentaux, ligne noire : ajustement sinusoïdal, droites rouges : position du centre du
cylindre lorsque ce dernier touche une plaque. (a) : Re = 25, (b) : Re = 50.

Expérimentalement, un cylindre de diamètre 3, 2 mm placé dans la configuration de la
figure 2.1 se place au centre de la cellule, puis y reste immobile, tant que le nombre de
Reynolds est inférieur à 20 (environ). Au-delà de ce seuil, le cylindre se met à osciller
spontanément. L’utilisation de deux caméras face à face de part et d’autre des côtés de la
cellule nous a permis de montrer que l’oscillation est perpendiculaire aux parois (avec l’axe
du cylindre parallèle aux parois), ce qui est confirmé par la visualisation directe (à l’œil nu)
de l’expérience.

Les expériences sont sensibles aux frottements parasites, notamment avec les parois laté-
rales (de normale z), qui peuvent modifier le seuil des oscillations. Un mauvais centrage de
la pipette modifie également les résultats. Dans tous les cas, la valeur de la fréquence est net-
tement plus robuste que l’amplitude. Lorsque le débit est trop important, le cylindre oscille
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également dans la direction de l’écoulement (selon x), l’oscillation peut cesser d’être paral-
lèle aux plaque. Ces phénomènes sont notamment dus à la flexibilité des fils de suspensions,
et limitent la gamme de débit (et donc de Re) étudiés.

La figure 2.2, qui donne la variation de la position du centre du cylindre en fonction du
temps, montre que les oscillations obtenues sont à la fois très régulières et très stables en
temps. Les points expérimentaux sont bien ajustés par une sinusoïde :

Gy(t) = A sin(2πft+ ϕ), (2.1)

ce qui permet de définir l’amplitude A et la fréquence f des oscillations (la phase ϕ est sans
signification physique ici). Même nettement au-dessus du nombre de Reynolds seuil (voir
Fig. 2.2b ), cet ajustement reste pertinent (alors que souvent les anharmonicités deviennent
importantes loin du seuil d’une instabilité).

2.2.3 Amplitude et fréquence de l’oscillation
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Figure 2.3 – Position du centre du cylindre Gy au cours du temps (β = 0, 66). (◦) : points
expérimentaux, ligne bleue : guide pour l’œil, droites rouges : position du centre du cylindre
lorsque ce dernier touche une plaque. (a) : passage Re = 27 à Re = 17, (b) : passage Re = 17
à Re = 27.

Avant d’étudier les variations de l’amplitude et de la fréquence avec le nombre de Rey-
nolds, nous vérifions que ces grandeurs sont bien définies et que l’oscillation ne présente
pas d’hystérésis, en étudiant la réponse du système à un changement de débit. Le nombre
de Reynolds est tout d’abord augmenté progressivement jusqu’à Re = 27 pour obtenir des
oscillations régulières. Lorsque le nombre de Reynolds est abaissé soudainement pour at-
teindre une valeur inférieure à la valeur critique (Re = 17), le cylindre continue à osciller,
mais l’amplitude diminue progressivement jusqu’à une valeur nulle (voir Fig. 2.3a ). En ré-
augmentant soudainement le débit pour obtenir un nombre de Reynolds Re = 27, le cylindre
recommence à osciller avec une amplitude qui croît jusqu’à saturer à la même valeur que
lorsque l’augmentation du débit était progressive (voir Fig. 2.3b , la légère diminution de
l’amplitude après t = 5 s n’est pas interprétée). En comparant la valeur de l’amplitude et
de la fréquence pour un débit donné, lorsque le débit précédent est inférieur ou supérieur,
nous avons également observé qu’il n’y a pas d’hystérésis sur la valeur de la fréquence ou de
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l’amplitude. La bifurcation entre un cylindre stable à mi-distance des plaques et un cylindre
qui oscille est donc supercritique
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Figure 2.4 – Oscillations pour un cylindre de diamètre adimensionné β = D/h0 = 0, 66
et deux fluides : (•) : eau (η = 0, 88× 10−3 Pa· s), (N) : solution aqueuse de natrosol
(η = 1, 28 Pa· s). (a) : amplitude des oscillations en fonction du débit. Droite rouge :
amplitude maximale (le cylindre touche les plaques). (b) : fréquence des oscillations en
fonction du débit. (c) et (d) : mêmes données après adimensionnement.

Nous nous intéressons maintenant aux variations de l’amplitude A et la fréquence f , qui
sont bien des grandeurs bien définies, avec les paramètres expérimentaux, à savoir le débit,
la viscosité du fluide et le diamètre du cylindre.

Comme le montrent les figures 2.4a et 2.4b, la fréquence et l’amplitude de l’oscillation
dépendent du débit. L’amplitude augmente avec le débit, et sature à cause de la présence
des plaques. Le seuil en débit est plus élevé pour un fluide plus visqueux. La fréquence
augmente avec le débit. Lorsque nous adimensionnons l’amplitude par la distance entre les
plaques h0, la fréquence en définissant le nombre de Strouhal St = fh0/Um et le débit
en utilisant le nombre de Reynolds, les courbes obtenues se superposent. Cela confirme
que l’adimensionnement choisi est pertinent et que la gravité n’intervient pas (si la gravité
était imporatante, le nombre de Strouhal dépendrait aussi de gh0/(Um)2 et les courbes
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Figure 2.5 – Variations en fonction du nombre de Reynolds de l’amplitude adimensionnée
et du nombre de Strouhal pour deux diamètres. (•) : β = 0, 66, (�) : β = 0, 81. (a) :
amplitude adimensionnée, (b) : nombre de Strouhal.

ne se superposeraient pas). Le nombre de Strouhal diminue faiblement avec le nombre de
Reynolds.

L’amplitude maximale est plus faible pour un cylindre de plus grand diamètre (voir Fig.
2.5 ). Cet effet est simplement dû au fait que le décalage Gy pour lequel le cylindre touche
une paroi est plus faible. La fréquence (Strouhal) augmente avec le diamètre du cylindre

2.2.4 Test des interprétations les plus simples
Le but de cette section est de discuter les interprétations possibles les plus simples

des oscillations. Nous montrons tout d’abord que la gravité n’est pas essentielle 2, et que
l’instabilité n’est pas due à l’émission de tourbillons de Bénard-Von Kármán.

2.2.4.1 Influence de la gravité

Pour tester l’effet de la gravité, la longueur des fils de suspension Ls est modifiée de
sa valeur par défaut 150 mm à la valeur 65 mm ; nous observons que la fréquence change
peu (moins de 5%) pour les débits inférieurs à 400 mL/s (gamme d’intérêt, voir Fig. 2.4b
). L’écart relatif sur l’amplitude est comparable, sauf près du seuil, où l’amplitude est très
faible. L’absence d’effet du changement de la longueur des fils de suspension montre que
la gravité n’intervient pas ici, contrairement au cas d’un pendule simple dont la fréquence
dépend de la longueur du fil de suspension.

2.2.4.2 Une instabilité de Bénard-Von Kármán ?

Le seuil d’émission de tourbillons derrière un cylindre fixé a été étudié en modifiant lé-
gèrement le dispositif expérimental pour encastrer le cylindre. Pour visualiser l’écoulement,
nous injectons un colorant fluorescent d’un côté (selon y) en amont du cylindre. Le dispositif

2. comme la gravité est une force conservative, elle ne peut pas de toutes façons expliquer seule l’insta-
bilité.
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(a)
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Figure 2.6 – Visualisation de l’écoulement par injection de colorant, pour des cylindres
fixé et libre (β = 0, 66). L’écoulement va de la gauche vers la droite. (a) : cylindre maintenu
fixe, Re = 60. (b) : cylindre libre d’osciller dans la direction normale aux plaques, Re = 50.

est éclairé par une nappe laser perpendiculaire au cylindre, qui permet de visualiser l’écou-
lement dans un plan perpendiculaire au cylindre. Nous observons que le seuil de l’émission
de tourbillons derrière le cylindre vaut Re = 120 ± 10. La figure 2.6a montre une photo
prise pour un cylindre fixe : l’écoulement ne présente pas de structures, au contraire de ce
qui est observé avec un cylindre attachés à des fils de suspension (voir Fig. 2.6b ). Nous
retrouvons bien le décalage du nombre de Reynolds critique vers les hautes valeurs lorsque
le cylindre est confiné entre deux plaques [98, 52, 54, 58]. Remarquons que cette différence
n’est pas uniquement due à la différence entre les définitions du nombre de Reynolds entre
les situations confinées et non-confinées [52].

.

2.3 Présentation des simulations numériques
Comme l’a montré la section précédente, les oscillations ne peuvent pas être expliquées

de manière classique, par l’émission de tourbillons ou un effet de type pendule. Pour com-
prendre les mécanismes de l’instabilité, il faut caractériser les forces hydrodynamiques qui
s’exercent sur le cylindre. Pour connaître ces forces, nous avons choisi de simuler numérique-
ment l’oscillation du cylindre. Dans cette section, nous présentons les hypothèses physiques
des simulations numériques, nous validons les simulations numériques en comparant les ré-
sultats numériques et expérimentaux, et nous donnons des exemples de résultats obtenus
pour les champs de vitesse et de pression. L’utilisation des simulations numériques pour
modéliser la dynamique du cylindre est l’objet de la section 2.4.

2.3.1 Hypothèses des simulations numériques
Nous avons choisi de restreindre les expériences au cas L ≈ W . Dans le chapitre 1, nous

avons montré que la traînée dans cette configuration est bien modélisée par une approche
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2D (numérique ou analytique). Comme l’oscillation du cylindre est parallèle aux plaques,
nous continuons d’utiliser une modélisation 2D dans le cas où le cylindre oscille.

Le fluide est modélisé par l’équation de Navier-Stokes et l’équation d’incompressibilité.
À l’interface avec les parois latérales et le cylindre, nous choisissons la condition aux limites
classiques de non-glissement. En particulier, la condition de non-glissement à la surface du
cylindre représente la condition cinématique de couplage qu’impose le cylindre sur le fluide.
La longueur de la cellule en amont du cylindre vaut environ 20h0 : pour les nombres de
Reynolds considérés (Re < 60) le profil de Poiseuille est effectivement établi en amont du
cylindre [62]. Dans les simulations numériques, nous imposons donc un profil de Poiseuille
comme condition aux limites en entrée. En sortie, nous choisissons une condition de sortie
libre dont l’influence sur l’écoulement situé en amont de la sortie est faible.

Le cylindre est modélisé comme un solide rigide. Expérimentalement, nous n’observons
pas de rotation du cylindre, probablement à cause de la rigidité non nulle des fils de sus-
pension. Numériquement, nous empêchons donc la rotation du cylindre.

À cause des fils de suspension, le cylindre ne peut se déplacer que sur un arc de cercle.
Comme le rayon de ce cercle (Ls) est grand par rapport à l’écartement entre les plaques
(h0), cette condition revient presque à imposer que le déplacement du cylindre soit nul selon
x et libre selon y ; numériquement nous imposons cette dernière condition.

Le déplacement du cylindre est donné par la deuxième loi de Newton, qui relie l’accélé-
ration du cylindre aux forces s’exerçant sur celui-ci, notamment la force hydrodynamique.
Ceci constitue la condition dynamique de couplage qu’impose le fluide sur le cylindre.

Les équations traduisant cette modélisation ainsi que les détails de la méthode numérique
sont présentés en annexe B. Les équations et les résultats numériques sont adimensionnés
en utilisant la distance entre les plaques h0, la vitesse moyenne Um et la masse volumique
du fluide ρf : à partir de maintenant, le diamètre adimensionné β = D/h0 sera simplement
noté D, par exemple. Sauf mention contraire, la gravité n’est pas prise en compte.

2.3.2 Validation : comparaison avec les résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous présentons et commentons des résultats numériques sur l’ampli-
tude et la fréquence du cylindre, et nous les comparons aux résultats expérimentaux afin de
valider la méthode numérique.

L’instabilité est observée dans les simulations numériques : si le nombre de Reynolds est
suffisant, le cylindre oscille spontanément de manière quasiment sinusoïdale (voir Fig. 2.7
). Pour les nombres de Reynolds faibles, le cylindre se déplace vers le centre puis y reste
immobile. La position initiale du cylindre est sans influence sur l’amplitude et la fréquence
en régime permanent : il n’y a pas d’hystérésis, ce qui est cohérent avec les expériences.

Plus quantitativement, les résultats numériques pour l’amplitude et la fréquence sont
comparés aux résultats expérimentaux dans la figure 2.8 (il n’y a pas de paramètre ajustable).
Les valeurs du seuil sont en accord à 20% près, les valeurs de la fréquence également. L’accord
entre ces résultats est acceptable, ce qui valide les simulations numériques et permet de les
utiliser pour étudier les mécanismes de l’instabilité . L’écart pour les débits importants
s’explique par un artefact expérimental : à cause de l’élasticité des fils de suspensions, le
cylindre oscille également dans ce cas selon x. L’écart aux autres débits est peut-être dû à
des effets 3D, et notamment à la fine couche de fluide cisaillée entre l’extrémité du cylindre
et la paroi latérale (selon z).
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Figure 2.7 – Position en fonction du temps pour un cylindre en oscillation libre (Re = 20,
ρs = 0, 01, D = 0, 66). La ligne bleue correspond aux résultats numériques, les pointillés à
l’ajustement par une sinusoïde, et les droites rouges donnent l’amplitude maximale possible.
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Figure 2.8 – Comparaison entre les expériences et les simulations pour β = 0, 66 et
ρs = 1, 19. Symboles : expériences, ligne continue grise : simulations. (a) : amplitude. Ligne
horizontale rouge : paroi. (b) : fréquence.
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2.3.3 Champs de vitesse et de pression

Les simulations permettent d’obtenir les champs de vitesse et de pression. Des exemples
de ces champs, pour un cylindre qui oscille (voir Fig. 2.7 ), sont présentés en figure 2.9.
Ces champs correspondent à des simulations numériques pour un cylindre de masse presque
nulle, ce qui signifie que l’inertie du solide n’est pas un ingrédient nécessaire de l’instabilité.

Les forces hydrodynamiques sur le cylindre sont obtenues lors des simulations numé-
riques, à partir des champs de vitesse et de pression. Tout comme la position, les forces
oscillent au cours du temps (voir Fig. 2.10 ). Pour des raisons de symétrie, la force hydrody-
namique de traînée (selon x) oscille à une fréquence double de celle la position Gy. Pour des
nombre de Reynolds modérés (20), cette force diffère peu de la force en régime de Stokes
(écart 3 de 20% à Re = 20). Comme dans ce régime, la force est surtout due à la composante
de pression (à 80% dans l’exemple de la figure 2.9a). La force de portance (selon y) oscille
à la même fréquence que la position du cylindre, et sa valeur moyenne est nulle. Elle est
nettement plus faible que la force selon x (voir Fig. 2.10b ), ce qui est cohérent avec le
fait que la force selon y est nulle à Re = 0 mais pas la force selon x. Comme le montre la
figure 2.10, pour des cylindres de densités proches ou supérieures à celle du fluide, la force
Fy est essentiellement due à la pression.

0

2
1

3
4

(a)

0

-1

1

(b)

0

30

10
20

(c)

Figure 2.9 – Champs de vitesse et de pression pour un cylindre en oscillation libre (Re =
20, ρs = 0, 01, D = 0, 66). Le cylindre est légèrement décalé vers le haut, et se déplace vers
le bas. (a) : la couleur donne la valeur de la vitesse selon x, les lignes noires correspondent
aux lignes d’écoulement. (b) : vitesse selon y. (c) : pression.

3. l’adimensionnement choisi n’est pas le même qu’au chapitre 1.
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Figure 2.10 – Force totale (trait plein) et composante de pression (ligne pointillée) pour
un cylindre D = 0, 66, Re = 20, ρs = 1, 19 (a) : forces selon x. (b) : forces selon y.

2.4 Description en système dynamique
Les résultats numériques présentés dans la partie précédente, à savoir la valeur des

champs des forces, ne suffisent pas pour comprendre qualitativement l’instabilité.
Le but de cette partie est de modéliser l’instabilité par une approche de type système

dynamique. Cette approche est fondamentale pour comprendre l’instabilité et pour rationa-
liser les variations des caractéristiques de l’oscillation, notamment pour prédire dans quelles
gammes de paramètres de contrôle l’instabilité apparaît. Il s’agit d’écrire une équation simple
(avec un minimum de coefficients) qui décrit la dynamique de la position du centre du cy-
lindre Nous commencerons par dégager les comportements dominants, puis nous raffinerons
l’analyse.

2.4.1 Caractérisation du système dynamique par forçage

Cette section vise à établir l’équation du mouvement du centre du cylindre Gy (Gy = 0
lorsque le cylindre est centré). Pour déterminer cette équation, nous forçons les oscillations, et
nous mesurons la force hydrodynamique qui s’exerce sur le cylindre. Il s’agit d’une méthode
classique en électronique [99] pour étudier les systèmes bouclés, qui a aussi été utilisée en
hydrodynamique pour étudier les vibrations induites par émission de tourbillons [75, 77, 100].

Le cylindre a ainsi un mouvement imposé d’amplitude A et de fréquence f :

Gy(t) = A sin(2πft). (2.2)

Le résultat des simulations est la valeur au cours du temps de la force hydrodynamique totale
Fy(t) s’exerçant sur le cylindre au cours du temps. Les analyses présentées dans les sections
suivantes sont facilitées en décomposant cette force en série de Fourier :

Fy(t) =
∞∑
k=1

ck sin(2πkft+ φk), (2.3)
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où les amplitudes ck sont choisies positives. Le but de cette section est d’obtenir une
expression approchée de Fy comme la somme d’un petit nombre de termes, qui dépendent
notamment de la position du cylindre Gy et de ses dérivées.

2.4.1.1 Réponse à une excitation de faible amplitude

Dans toute cette section, nous nous limiterons à une configuration, caractérisée par un
diamètre D = 0, 66 et un écoulement à Re = 20. Le cas d’un cylindre forcé d’osciller à une
amplitude faible (A = 5 × 10−4), afin d’étudier le régime linéaire. Dans ce régime, la force
est sinusoïdale :

Fy(t) = c1 sin(2πft+ φ1). (2.4)

De plus, dans ce régime, l’amplitude c1 est proportionnelle à l’amplitude de l’oscillation A.
La figure 2.11 montre pour ce jeu de paramètres les variations de c1 et de φ1 obtenues

en faisant varier la fréquence f du forçage .

φ
1

π

0

π/2

Figure 2.11 – Amplitude (◦) (légende à gauche) et phase (�) (légende à droite) de la force
pour des oscillations forcées en régime linéaire (A = 5 × 10−5) à Re = 20. Ligne épaisse
noire : variation en c1 ∝ f 2.

Nous nous concentrons tout d’abord sur les résultats aux basses fréquences, lorsque
le cylindre se déplace lentement par rapport aux temps caractéristiques d’établissement
d’un régime stationnaire. Comme attendu, lorsque la fréquence tend vers 0, la force est
approximativement constante et tend vers la valeur mesurée pour un cylindre fixe. Cette
dernière est présentée dans la figure 2.12 en fonction du décentrement Gy. Quelle que soit
la position du cylindre, cette force tend à ramener le cylindre vers le centre de la cellule
(Gy = 0). Au voisinage du centre, il est possible de définir une raideur (adimensionnée) k
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telle que :
Fy = −kGy, (2.5)

avec k = 95 dans l’exemple donné.
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Figure 2.12 – Force totale selon y (traits pleins) et composante de pression (tirets) en
fonction du décentrement pour un cylindre fixe (D = 0, 66, Re = 20).

Aux fréquences élevées, c1 a une dépendance en fréquence voisine de f 2 (en première
approximation), comme le montre la ligne noire continue de la figure 2.11. Ceci correspond
à une force de la forme :

Fy(t) = −maG̈y, (2.6)
où le point désigne la dérivée par rapport au temps et où ma est une «masse ajouté» qui
correspond à l’accélération du fluide (ici ma = 0, 68, soit une «densité ajoutée» ρa = 2, 0).

En extrapolant ces deux résultats aux fréquences intermédiaires, la force hydrodynamique
totale exercée sur le cylindre Fy se modélise comme un ensemble masse-ressort : Fy = −kGy−
maG̈y. Ce modèle prédit une résonance à une fréquence intermédiaire fr = 1/(2π)

√
k/ma =

1, 9. Une résonance est effectivement observée (voir Fig. 2.11 ), à une fréquence fr = 1, 46
légèrement inférieure à celle estimée à partir de k et de la masse ajoutée à haute fréquence.
Ce décalage peut s’expliquer par une faible variation de la masse ajoutéema avec la fréquence
(l’ajustement des 4 derniers points de la figure 2.11 donne 4 c1 ∼ f 1,85, soit ma ∼ f−0,15 ).

La figure 2.11 montre qu’il n’y a pas de discontinuité de la phase à la résonance. L’élargis-
sement traduit l’existence d’un terme α0Ġy proportionnel à la vitesse. L’équation donnant
la force s’écrit :

Fy = −maG̈y + α0Ġy − kGy. (2.7)
Ce terme est crucial pour déterminer si le cylindre oscille ou non ; nous l’appellerons «terme
moteur» même lorsqu’il est en fait dissipatif. Si α0 est négatif, la force hydrodynamique Fy
est de signe opposé à celui de la vitesse Ġy, et le terme α0Ġy est dissipatif. Il s’agit du cas
usuel en hydrodynamique (sphère en sédimentation en régime de Stokes par exemple). Par
contre, si α0 est positif, la force hydrodynamique Fy est de même signe que la vitesse Ġy, le
terme α0Ġy est moteur, et la position Gy = 0 est instable.

4. cependant, les valeurs de c1 aux valeurs les plus faibles de f prennent aussi en compte en partie l’effet
des termes proportionnel à Ġy, ce qui peut modifier la variation de c1 avec f .
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Nous cherchons à présent à déterminer quantitativement la valeur de α0. En prenant la
valeur moyenne temporelle du produit de l’équation 2.7 par Ġy, nous obtenons :

α0 = c1

Aω
sin(φ1), (2.8)

avec ω = 2πf . Cette équation montre que le signe de sin(φ1) est le même que celui de α0 :
le cylindre oscille si sin(φ1) > 0 . Dans la suite, nous utiliserons indifféremment le signe de
α0 ou celui de sin(φ1) pour caractériser l’amortissement ou l’amplification de l’oscillation.
La variation avec la fréquence 5 du coefficient α0 est représentée dans la figure 2.13.

α
0

fr

Figure 2.13 – Variation du coefficient α0 en fonction de la fréquence, dans le cas d’une ex-
citation d’amplitude faible (D = 0, 66, Re = 20). Les tirets verticaux indiquent la fréquence
de résonance.

2.4.1.2 Réponse à une excitation d’amplitude finie

Dans toute cette section, nous nous limiterons à la même configuration que dans la section
précédente, à savoir un cylindre de diamètre D = 0, 66 dans un écoulement à Re = 20.
L’excitation est ici d’amplitude finie, ce qui signifie que nous étudions les effets non-linéaires
qui déterminent l’amplitude des oscillations libres. La force hydrodynamique Fy n’est plus
sinusoïdale, et l’amplitude du fondamental c1 n’est plus proportionnelle à l’amplitude de
l’excitation A.

Lorsque l’amplitude A n’est plus très petite, la gamme de déplacements Gy balayée
est plus large que la zone près de Gy = 0 pour laquelle la raideur k est constante. Au-
delà, la raideur effective k diminue légèrement avec l’amplitude (voir Fig. 2.12 ). Cette
variation change quantitativement mais pas qualitativement le comportement du système.
Le paramètre important pour l’apparition des instabilités est le coefficient α du terme en Ġy,
qui est calculé grâce à l’équation α = (c1/Aω) sin(φ1) (analogue à Éq. (2.8)). Les variations
de α avec l’amplitude A imposée sont représentées pour deux fréquences en figure 2.14, afin
de montrer leur caractère générique. La valeur de α à l’origine (amplitudes infinitésimales)

5. comme α0 dépend de la fréquence, l’équation 2.7 n’est valable que pour des oscillations quasi-
sinusoïdales. Cette hypothèse est bien vérifiée, comme le montre la figure 2.2
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correspond à la valeur α0 représentées en figure 2.13. Ces variations sont bien ajustées par
le polynôme :

α = α0 − (κ/4)A2, (2.9)

ce qui correspond à une force :

Fy = (α0 − κ(Gy)2)Ġy. (2.10)

Cette expression signifie qu’à une fréquence donnée, α (et donc sin(φ1)) diminue avec l’am-
plitude, et peut changer de signe si α0 > 0. Cette inversion du signe de α est illustrée par
les figures 2.11 et 2.15, pour un écoulement à Re = 20. Pour un forçage de faible amplitude,
sin(φ1) > 0 (voir Fig. 2.11 ) à la fréquence de résonance, pour une valeur de transition de
l’amplitude du forçage, sin(φ1) = 0 à la fréquence de résonance (voir Fig. 2.15a ), et pour
les valeurs plus grandes de l’amplitude du forçage, sin(φ1) < 0 (voir Fig. 2.15b ). L’équa-
tion (2.10) contient le terme cubique 6 −κ(Gy)2Ġy, qui indique que l’harmonique dominant
est l’harmonique 3. Une analyse de Fourier de la force pour un déplacement d’amplitude
finie confirme ce résultat (la valeur de l’amplitude des autres harmoniques est inférieure au
dixième de celle de l’harmonique 3). La figure 2.15 montre les variations de l’amplitude c3
de l’harmonique 3.
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Figure 2.14 – Coefficient du terme moteur en fonction de l’amplitude imposée, pour deux
fréquences différentes. Les lignes noires correspond à un ajustement par α = α0 − (κ/4)A2.
(a) : f = 1, 26 ; (b) : f = 1, 46 .

2.4.1.3 Influence du nombre de Reynolds

Dans cette section, nous nous limiterons toujours à un cylindre de diamètre D = 0, 66,
mais le nombre de Reynolds n’est plus fixé à Re = 20. Nous étudions ainsi la variation des
coefficients k, ma, α0 et κ en fonction du nombre de Reynolds, et en particulier au voisinage
du seuil des oscillations libres.

6. cette équation a été obtenue uniquement à partir de l’amplitude c1 et de la phase φ1 du fondamental
de la force mesurée, et pas à partir de l’amplitude ou de la phase des harmoniques : la prédiction n’est donc
pas triviale.
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Figure 2.15 – Amplitude et phase de la force hydrodynamique sur le cylindre pour des os-
cillations forcées en régime non-linéaire (Re = 20,D = 0, 66). L’échelle de gauche correspond
aux amplitudes : (©) : amplitude c1 du fondamental, (⊕) : amplitude c3 de l’harmonique
3. (a) : A = 0, 0377 qui correspond à l’amplitude des oscillations libres pour ρs = 0.01. (b) :
A = 0, 05

Tout d’abord nous étudions l’influence du nombre de Reynolds dans le régime linéaire.
Les variations de l’amplitude c1 et de la phase φ1 en fonction de la fréquence, pour différents
nombres de Reynolds, sont représentées en figure 2.16. La valeur de c1 à basse fréquence
diminue avec le nombre de Reynolds : ceci montre que la raideur k diminue lorsque le
nombre de Reynolds augmente. La valeur de la raideur k diminue ainsi de moitié lorsque le
nombre de Reynolds passe de 14 à 50. La masse ajoutée, qui correspond à la force aux hautes
fréquences, est quant à elle quasiment indépendante du nombre de Reynolds (la valeur de
la masse ajoutée diminue de seulement 15% entre Re = 14 et Re = 50). La variation plus
importante de la raideur que de la masse ajoutée permet de prédire que la fréquence de
résonance se décale vers les basses fréquences lorsque le nombre de Reynolds augmente, ce
qui effectivement ce que nous observons dans la figure 2.16.

Nous présentons brièvement les caractéristiques de la variation des coefficients avec le
nombre de Reynolds, que nous utiliserons de manière plus détaillée en section 2.4.2. La
valeur de sin(φ1) est représenté dans les figures 2.16. Pour Re = 14, sin(φ1) est négatif pour
toutes les fréquences, pour Re = 16, 5, sin(φ1) est positif uniquement aux basses fréquences,
pour Re = 20 (voir Fig. 2.11 ) et Re = 30, sin(φ1) n’est négatif qu’aux hautes fréquences,
et pour Re = 50, sin(φ1) n’est positif qu’au voisinage de la résonance.

La figure 2.17 donne la variation de α0 au voisinage du seuil des oscillations libres, pour
la fréquence de résonance. Ce coefficient varie continûment avec le nombre de Reynolds, et
change de signe.

En ce qui concerne la réponse à une excitation d’amplitude finie (régime non-linéaire), la
variation de α avec l’amplitude est toujours parabolique : nous pouvons toujours décomposer
le comportement de α en deux termes comme l’indique l’équation 2.9, et le coefficient κ est
bien défini. La figure 2.17b montre que la variation de κ avec Re est continue, et que κ reste
positif.
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Figure 2.16 – Amplitude et phase de la force hydrodynamique sur le cylindre pour des
oscillations forcées en fonction du nombre de Reynolds, en régime linéaire (D = 0, 66,
A = 5× 10−4). (a) : Re = 14. (b) : Re = 16, 5. (c) : Re = 30. (d) : Re = 50.
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Figure 2.17 – Variation des coefficients α0 et κ qui caractérisent le terme moteur, pour
f = 1, 46 (correspond à la résonance à Re = 20). (a) : coefficient α0 ; (b) : coefficient κ.

2.4.1.4 Bilan : modélisation de la force hydrodynamique

En faisant le bilan de l’étude précédente (voir Éq. (2.7) et Éq. (2.10)), la force hydrody-
namique peut s’écrire sous la forme d’une équation de Van der Pol [101, 102, 103] :

Fy = −maG̈y + (α0 − κ(Gy)2)Ġy − kGy. (2.11)

L’analyse effectuée dans les sections précédentes a montré que k dépend de Gy, que ma et κ
dépendent faiblement de la fréquence, et que α0 en dépend notablement. La masse ajoutée
ma dépend peu du nombre de Reynolds, k et κ en dépendent faiblement, α0 en dépend
beaucoup, et en particulier change de signe.

2.4.2 Prédictions du modèle dynamique pour les oscillations libres
L’objectif de cette section est d’utiliser les résultats des oscillations forcées pour prédire

le seuil et l’amplitude des oscillations libres. Nous confronterons ces prédictions aux résultats
des simulations des oscillations libres.

Lors des oscillations forcées, le cylindre est soumis à la force hydrodynamique Fy et à une
force extérieure supplémentaire ajustée pour obtenir l’oscillation imposée. Les oscillations
libres correspondent, elles, au cas où le cylindre n’est soumis qu’à la force hydrodynamique
Fy. Pour un cylindre de masse ms, la seconde loi de Newton s’écrit :

msG̈y = Fy. (2.12)

En utilisant le modèle de Fy donné par l’équation 2.11, nous obtenons :

(ma +ms)G̈y − (α0 − κ(Gy)2)Ġy + kGy = 0, (2.13)

qui est l’équation d’un oscillateur de Van der Pol. D’après cette équation, le cylindre libre
ne peut osciller en régime permanent qu’à la fréquence de résonance fr :

fr = 1
2π

√
k

ma +ms

, (2.14)
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qui ne dépend que de la raideur k et de la masse totale ma + ms. En effet, en régime per-
manent, la moyenne du terme moteur doit être nulle (l’énergie du cylindre est constante
au cours d’un cycle), et il n’y a pas de décalage de la fréquence à cause de la dissipation.
Le signe de α0 détermine le comportement en régime permanent : si α0 est négatif, le ré-
gime permanent correspond à un cylindre immobile au centre (Gy = 0), si α0 est positif le
cylindre oscille symétriquement par rapport au centre. Lorsque le cylindre oscille, l’ampli-
tude des oscillations en régime permanent est fixé par le terme non-linéaire −κ(Gy)2Ġy. En
régime quasi-sinusoïdal (amplitude faible), l’approximation du premier harmonique prédit
une amplitude à saturation égale à [102, 103].

A = 2
√
α0/κ. (2.15)

2.4.2.1 Nature de la bifurcation

Dans cette partie, nous déterminons la nature de la bifurcation, en étudiant les oscilla-
tions au voisinage du seuil.

0

0.1

-0.1

(a)

0

0.1

-0.1

(b)

Figure 2.18 – Régime transitoire près du seuil (D = 0, 66, ρs = 0, 01, oscillations libres).
Courbes bleues : position en fonction du temps. Lignes pointillées noires : ajustement. (a) :
Re = 14 (valeur inférieure au seuil) ; (b) : Re = 22 (valeur supérieure au seuil). Les tirets
verticaux indiquent le moment à partir duquel le cylindre est libre d’osciller.

La figure 2.18 montre le régime transitoire en-dessous et au-dessus du seuil, obtenu par
simulation des oscillations libres. Ces courbes sont similaires aux résultats expérimentaux
(voir Fig. 2.3 ). En-dessous du seuil, lorsque le cylindre est initialement décentré, il oscille au-
tour de la position centrale, avec une amplitude qui diminue et tend vers zéro. Au contraire,
au-dessus du seuil, le cylindre oscille spontanément, avec une amplitude qui augmente avec
le temps, jusqu’à saturer à cause des effets non-linéares. Il s’agit des comportements usuels
d’un oscillateur de Van der Pol. Lorsque l’amplitude est faible, ces courbes sont bien ajustées
par :

Gy = A0 sin(2πflint+ ψ) exp(σt), (2.16)

ce qui permet de définir la fréquence linéaire flin ainsi que le taux de croissance σ (les
deux autres paramètres de l’ajustement, A0 et ψ, ne contiennent pas d’information utile).
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L’équation 2.13 prédit ce comportement, et donne :
flin = fr (2.17)
σ = α0

2(ma +ms)
(2.18)
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Figure 2.19 – Caractéristiques du régime transitoire des oscillations libres, près du seuil
(ρs = 0, 01). (a) : fréquence en régime linéaire flin (N) : valeurs obtenues par ajustement
du régime transitoire des oscillations libres, (−) : valeur obtenue à partir des oscillations
forcées à et des équations (2.17) et (2.14. (b) : taux de croissance σ. (H) : valeurs obte-
nues par ajustement du régime transitoire des oscillations libres (f = 1, 46). (O) : valeurs
obtenues à partir des coefficients calculés à partir des oscillations forcées, et en utilisant
l’équation (2.18).

La figure 2.19a montre la fréquence (flin) des oscillations libres : celle-ci est relativement
constante au voisinage du seuil avec une valeur est proche de la fréquence de déduite des
oscillations forcées grâce aux équations (2.17) et (2.14). La figure 2.19b montre l’évolution
du taux de croissance, qui se caractérise par un changement de signe au passage du nombre
de Reynolds critique. Ce taux de croissance est évalué de deux manières : directement par
l’ajustement du régime transitoire des oscillations libres (voir Fig. 2.18 ), et également en
utilisant les résultats des oscillations forcées et l’équation 2.18. Les résultats issus des deux
méthodes sont proches, ce qui confirme la pertinence du modèle de Van der Pol (voir Éq.
(2.13)).

L’amplitude des oscillations libres est présentée dans la Fig. 2.20 . Comme le taux de
croissance, elle est évaluée par deux méthodes : directement à partir des résultats des oscil-
lations libres, et aussi à partir des résultats des oscillations forcées et de l’équation (2.15).
L’accord entre ces deux méthodes est raisonnable. L’amplitude des oscillations libres aug-
mente comme la racine de l’écart au seuil (voir Fig. 2.20 ). La bifurcation est donc une
bifurcation de Hopf. Ce type de bifurcation est attendu pour un système décrit par une
équation de Van der Pol, lorsque le coefficient α0 varie continûment d’une valeur négative à
une valeur positive, ce qui est le cas pour l’instabilité étudiée (voir Fig. 2.17 ). La bifurcation
reste une bifucation de Hopf pour des cylindres de masse non-nulle, en particulier pour la
valeur de la densité du cylindre ρs = 1, 19, qui correspond à la valeur expérimentale (voir
Fig. 2.21 et Fig. 2.22 ).
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Figure 2.20 – Amplitude des oscillations libres en régime permanent pour D = 0, 66 et
ρs = 0, 01. (N) : valeurs déduites de la simulation des oscillations libres. La courbe noire
est l’ajustement de la courbe précédente par A = K

√
Re−Rec au-dessus du seuil Rec.

(4) : valeurs obtenues à partir des coefficients calculés à partir des oscillations forcées, et
en utilisant l’équation (2.15).
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Figure 2.21 – Caractéristiques du régime transitoire des oscillations libres, près du seuil
(ρs = 1, 19) (a) : fréquence en régime linéaire flin (b) : taux de croissance σ.
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Figure 2.22 – Amplitude de l’oscillation en régime permanent des oscillations libres pour
D = 0, 66 et ρs = 1, 19. (×) : points numériques, ligne : ajustement par A = K
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2.4.2.2 Influence de la densité du cylindre

L’équation 2.14 prédit le décalage en fréquence des oscillations lorsque la densité du
cylindre varie, et implique que la pulsation des oscillations libres vérifie :

ρs = −ρa + k

S

1
ω2 , (2.19)

où S est la surface du disque représentant le cylindre à 2D, et ρa la «densité ajoutée». Cette
variation est représentée en figure 2.23, et un ajustement donne ρa = 3, 0 et k = 80. La
raideur k correspond bien à la valeur statique, pour une amplitude A ≈ 0, 06 (voir Fig. 2.12
), et la masse ajoutée est cohérente avec la valeur qui permet de retrouver la fréquence de
résonance de la figure 2.11 (étant donné la valeur de k).
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Figure 2.23 – Graphe obtenu à partir de la variation de la pulsation avec la masse du
cylindre. Re = 20. La ligne pointillée est un ajustement linéaire.
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Comme nous l’avons vu précédemment, le cylindre oscille si α0 est positif à la fréquence
de résonance, ou de manière équivalente si sin(φ1) est positif. La figure 2.16 montre le com-
portement de sin(φ1) pour plusieurs nombres de Reynolds. Le comportement des cylindres
en oscillations libres, en fonction de leur densité, se déduit de la figure précédente grâce
à l’équation 2.14 qui donne la variation de la fréquence de résonance due à la masse du
cylindre. Cette équation montre que la fréquence d’oscillation libre d’un cylindre de masse
nulle est égale à la fréquence de résonance f0 des oscillations forcées ; les fréquences infé-
rieures à f0 correspondent aux cylindres de masses plus élevées. Les paragraphes suivants
détaillent l’influence de la densité sur le comportement des oscillations, à différents nombre
de Reynolds, pour D = 0, 66.

La figure 2.16 montre que sin(φ1) est négatif à Re = 14 pour toutes les fréquences
inférieures à f0 : quelle que soit la masse du cylindre, il n’y a pas d’oscillations libres (en
régime permanent) pour Re = 14.

Un comportement différent est observé pour Re = 16, 5. Comme sin(φ1) est négatif en
f0 : un cylindre de masse nulle n’oscille toujours pas à Re = 16, 5. Par contre, sin(φ1) est
positif si la fréquence est suffisamment basse, ce qui est le cas si le cylindre a une masse
suffisante : un cylindre de masse suffisante oscille à Re = 16, 5. Le nombre de Reynolds
critique est donc plus faible si la masse du cylindre est non-nulle : l’inertie du cylindre
abaisse le seuil des oscillations.

En augmentant encore le nombre de Reynolds, par exemple à Re = 20 ou à Re = 30,
sin(φ1) est positif pour toutes les fréquences inférieures à f0 : le cylindre oscille quelle que
soit la masse du cylindre.

Au plus grand nombre de Reynolds étudié (Re = 50), le comportement change de nou-
veau. La valeur de sin(φ1) reste positive pour f0 : un cylindre de masse nulle oscille à ce
nombre de Reynolds. Par contre, sin(φ1) est négatif si la fréquence est suffisamment basse :
cela montre qu’un cylindre de masse élevée n’oscille pas à ce nombre de Reynolds. Le cylindre
se place spontanément de manière stable au milieu des deux plaques. Cette restabilisation
a été observée lors d’expériences préliminaires.

Ces différents comportements déduits des résultats des oscillations forcées sont vérifiés
en utilisant directement les résultats des oscillations libres pour l’amplitude, en fonction du
nombre de Reynolds et de la densité (voir Fig. 2.24 ). Comme le montre la version agrandie
de la figure précédente (voir Fig. 2.24b ) le cylindre n’oscille pas si Re = 14, quelle que soit
sa masse. Près du seuil, les courbes obtenues pour les densités élevées sont décalées vers les
faibles nombre de Reynolds par rapport à celle qui correspond à une densité presque nulle :
le seuil de l’oscillation diminue bien lorsque la densité du cylindre augmente. Les résultats
à grand Re (triangles de figure 2.24a) confirment que si la densité du cylindre est élevée,
la position Gy = 0 redevient stable. Les prédictions tirées de l’étude des oscillations forcées
sont bien confirmées par les résultats des oscillations libres.

2.4.2.3 Influence de la gravité

La gravité tend à ramener le cylindre dans le plan moyen des plaques, et augmente donc la
raideur (effective) totale et par conséquent la fréquence de résonance. L’effet de la gravité est
donc l’opposé de celui de l’augmentation de la masse du cylindre (en l’absence de gravité).
Cette remarque permet de prédire, sans avoir besoin de reprendre l’étude précédente de
manière complète, que la gravité augmente le nombre de Reynolds seuil (bien que la gravité
soit une force conservative), et peut augmenter le seuil les restabilisations.
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(a) (b)

Figure 2.24 – Variation de l’amplitude des oscillations libres avec le nombre de Reynolds
pour des cylindres de densités différentes (D = 0, 66). (�) : ρs = 0, 01, (©) : ρs = 1, 19,
(4) : ρs = 15, la droite rouge donne l’amplitude maximale possible. (a) : variation sur toute
la plage de Re. (b) : zoom de la figure (a) prés du seuil des oscillations.

2.4.2.4 Influence du diamètre du cylindre

φ1

π

0

π/2

Figure 2.25 – Amplitude et phase de la force en régime forcé linéaire (A = 5× 10−5) pour
D = 0, 81 et Re = 20.

La figure 2.25 montre la variation de l’amplitude et de la phase de la force, en régime forcé
linéaire, pour un diamètre D = 0, 81. Ces variations sont qualitativement similaires à celles
obtenues pour D = 0, 66 (voir Fig. 2.11 ). La valeur de la raideur est nettement plus élevée
(k = 580) que dans le cas D = 0, 66, et la densité ajoutée est similaire (ρa(f = 10) = 2, 3),
et donc la masse ajoutée est un peu plus grande. La fréquence de résonance est plus grande,
parce que l’augmentation de la raideur k est plus forte que celle de la masse ajoutée. La
variation du seuil en fonction du diamètre reste à étudier.
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2.5 Interprétation hydrodynamique du modèle dyna-
mique

Nous avons montré dans la section précédente que la position Gy du cylindre obéit à
l’équation de Van der Pol (voir Éq. (2.13)). Nous cherchons ici à mieux comprendre l’origine
hydrodynamique des termes linéaires de cette équation.

2.5.1 Raideur

La raideur correspond à la force exercée sur un cylindre fixe décentré, qui tend à le
ramener vers le plan médian. Une portance qui tend à repousser un cylindre d’une paroi a
déjà été mesurée expérimentalement à grands nombres de Reynolds de l’ordre de 104 [104].
Pour des nombre de Reynolds modérés (2 − 250), L. Zeng [105] a montré numériquement
qu’une sphère suffisamment proche d’une paroi subit une portance qui tend à l’en éloigner.
Un effet similaire a été présenté par L. Zovatto [52] pour un cylindre confiné entre deux
plaques (D = 0, 2), à des nombres de Reynolds compris entre 100 et 2000. Le signe de la
portance a été attribué par ces auteurs à la dissymétrie amont-aval de l’écoulement, et en
particulier à la déflexion du sillage par la paroi en aval du cylindre.

La figure 2.26a présente les lignes de courant et la valeur de la vitesse selon x, et montre
la dissymétrie amont aval de l’écoulement, classique pour un écoulement inertiel. Le champ
de pression est présenté dans la figue 2.26b, et la valeur de la pression à la surface du cylindre
à la figure 2.26c. La pression est plus forte en haut du cylindre (angles θ compris entre 0◦
et 180◦) qu’à la position correspondante en bas (en 360◦ − θ) : la force de pression a donc
pour effet de repousser le cylindre de la paroi. Comme la force totale est majoritairement
due à la composante de pression (voir Fig. 2.12 ), la portance tend effectivement à ramener
le cylindre vers le plan médian des plaques.

Le champ de pression, représenté en figure 2.26b, peut être interprété (au moins pour
un cylindre peu décentré) en considérant les régions de faibles ouverture (voir Fig. 2.27 b),
que nous appelons «canaux» dans ce paragraphe. Dans ces canaux, la variation de pression
dans la direction de l’écoulement change avec le nombre de Reynolds. Pour les nombres de
Reynolds faibles, la variation de la pression est monotone et antisymétrique entre l’amont et
l’aval (voir Fig. 2.29c ). Pour des nombres de Reynolds plus grands, le profil se dissymétrise,
et la chute de pression est plus importante en amont du cylindre qu’un aval (voir Fig. 2.31c
, Fig. 2.32c et Fig. 2.33c ). La variation de pression est due à la combinaison d’effets
visqueux et d’effets inertiels (de type effet Bernouili). Les effets visqueux tendent à imposer
une variation de pression monotone, tandis que les effets inertiels provoquent d’abord une
diminution de pression (le fluide accélère) puis une augmentation de pression (le fluide
décélère). Il en résulte bien un gradient de pression qui diminue lorsque l’on passe de l’amont
vers l’aval. Lorsque le cylindre est décentré vers le haut, la vitesse est plus faible au-dessus
du cylindre qu’en dessous (voir Fig. 2.26a ), et la longueur caractéristique (distance cylindre-
paroi) est plus petite : le nombre de Reynolds dans le canal du haut est plus faible que dans
celui du bas. La dissymétrie du gradient de pression entre l’amont en l’aval est donc plus
importante en bas qu’en haut, ce qui induit une force de pression vers le bas (la pression
loin du cylindre est la même en haut et en bas), comme le montre la figure 2.26b.
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Figure 2.26 – Cylindre fixe de diamètre D = 0, 66 à Re = 20, décentré (Gy = 0, 1).
L’écoulement va de gauche à droite. (a) : code couleur : champ de vitesse selon x, lignes
noires : lignes de courant ; (b) : champ de pression ; (c) : pression à la surface du cylindre
en fonction de l’angle polaire. La coordonnée radiale correspond à la valeur de la pression.
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(a)

(b)

Figure 2.27 – Schémas de la géométrie de l’écoulement. (a) : le cadre rouge indique une
des deux régions de faible ouverture ; cette région est présentée agrandie en (b).

2.5.2 Masse ajoutée
La présence d’une force proportionnelle à l’accélération d’un corps plongé dans un fluide

est classique en mécanique des fluides [79, 35, 84]. Cette force est notamment liée à l’accé-
lération du fluide. Il s’agit d’un effet qui existe même pour un écoulement potentiel. Il est
possible de calculer simplement la masse ajoutée correspondant à un cylindre confiné entre
deux plaques, en mouvement perpendiculairement aux plaques en supposant l’écoulement
potentiel et l’absence d’écoulement en entrée (il suffit de résoudre l’équation de Laplace
∆Φ = 0 dans le domaine fluide, avec ∂Φ/∂n = 0 sur les frontières extérieures du domaine,
et ∂Φ/∂n = ey.n à la surface du cylindre, puis de calculer l’intégrale dans le domaine fluide
de |∇Φ|2).

Ce calcul donne une densité ajoutée potentielle ρa = 1, 44 pour un cylindre situé dans la
plan moyen des plaques (D = 0, 66). Cette valeur est nettement moins élevée que la densité
ajoutée ρa = 3, estimée à partir de la fréquence de résonance, et de ρa = 2, estimée à partir
des oscillations forcées à f = 10. La différence entre ces deux dernières valeurs montre que
l’écoulement de base change la valeur de la masse ajoutée. Il est possible que l’écart entre
ces deux valeurs et la valeur ρa = 1, 44 soit due au fait que le nombre de Reynolds n’est pas
assez élevé pour que le modèle de l’écoulement potentiel soit suffisant. La densité ajoutée à
f = 10 diminue en effet avec le nombre de Reynolds (et vaut 1, 8 à Re = 50). Dans le cas
voisin des sphères, il a cependant été montré que la masse ajoutée dépend peu du nombre de
Reynolds [106]. L’écart peut aussi être dû à l’écoulement de base. Dans le cas des vibrations
induites par l’émission de tourbillons, la masse ajoutée peut également différer de la masse
ajoutée potentielle [75].

2.5.3 Terme moteur
Dans cette partie, nous cherchons à interpréter le terme qui induit l’instabilité, à savoir

α0Ġy. L’équation 2.11 montre que ce terme correspond à l’écart entre la force pour un
cylindre fixe et la force pour un cylindre oscillant à une fréquence faible (le terme de masse
ajoutée est négligeable pour une fréquence faible). Comme la force est essentiellement due
à la pression (au moins pour les nombres de Reynolds mentionnés dans cette section), nous
étudions la perturbation, par rapport au cas d’un cylindre fixe, du champ de pression dû
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Figure 2.28 – Perturbation du champ de pression, lorsque le cylindre se déplace vers le
haut, en fonction du nombre de Reynolds. L’écoulement de base va de la gauche vers la
droite. (a) : Re = 1 (figure identique à Fig. 2.29f ). (b) : Re = 10 (identique à Fig. 2.31f ).
(c) : Re = 20 (identique à Fig. 2.32f ). (d) : Re = 50 (identique à Fig. 2.33f ).
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Figure 2.29 – Champs de vitesse et de pression à Re = 1 (D = 0, 66). (a) : vitesse selon
x de l’écoulement de base. (b) : vitesse selon y de l’écoulement de base. (c) : pression de
l’écoulement de base. (d) : perturbation de vitesse selon x, lorsque le cylindre se déplace
vers le haut. (e) : perturbation de vitesse selon y. (f) : perturbation de pression.
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Figure 2.30 – Champs de vitesse et de pression à Re = 0 (équation de Stokes) pour un
cylindre de vitesse Vy = 0, 013 vers le haut, dans un fluide au repos. (a) : vitesse selon x .
(b) : vitesse selon y. (c) : pression.

à un déplacement à faible fréquence du cylindre. Les champs dits «perturbés» présentés
correspondent à l’écart entre les champs lorsque le cylindre est en mouvement vers le haut
et lorsque le cylindre est en mouvement vers le bas (nous avons vérifié sur un exemple que
les champs résultants sont bien égaux au double de la différence avec les champs pour un
cylindre fixé). Nous choisissons un mouvement sinusoïdal de faible amplitude (A = 5×10−3)
pour que le mouvement du cylindre induise une faible perturbation du champ de vitesse, et
une fréquence du mouvement f = 0, 2, soit une vitesse du cylindre vers le haut Ġy = 0, 013.

La perturbation des champs de pression est présentée dans la figure 2.28, en fonction du
nombre de Reynolds. Pour Re = 1, la pression est plus forte en haut qu’en bas (voir Fig.
2.28a ), ce qui induit une force hydrodynamique vers le bas, c’est-à-dire de sens opposé à
la vitesse du cylindre. Le coefficient α0 est négatif, ce qui correspond bien à des oscillations
libres amorties. Pour Re = 10, il apparaît une zone de dépression en haut en aval du cylindre
(voir Fig. 2.28b ), et une zone de surpression en bas. Cependant, la force hydrodynamique
reste dirigée vers le bas, et α0 reste négatif. Pour Re = 20, la zone de dépression en haut
et la zone de surpression en bas sont suffisantes (voir Fig. 2.28c ) pour induire une force
hydrodynamique vers le haut. Le coefficient α0 est positif, la position centrée est instable, et
un cylindre libre oscille. Pour Re = 50, une nouvelle zone de surpression apparaît en haut en
aval (voir Fig. 2.28d ). La force hydrodynamique est de nouveau orientée vers le bas : α0 est
négatif. Ce résultat est bien cohérent avec les restabilisations observées pour les cylindres
de densité élevée, pour Re = 50. La perturbation du champ de pression permet donc bien
d’interpréter le coefficient α0.

La suite de cette section a pour but de relier cette perturbation de pression aux champs
de base et à la perturbation du champ de vitesse. Sauf pour Re = 1, il s’agit de résultats
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Figure 2.31 – Champs de vitesse et de pression à Re = 10. (a) : vitesse selon x de l’écou-
lement de base. (b) : vitesse selon y de l’écoulement de base. (c) : pression de l’écoulement
de base. (d) : perturbation de vitesse selon x. (e) : perturbation de vitesse selon y. (f) :
perturbation de pression.
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Figure 2.32 – Champs de vitesse et de pression à Re = 20. (a) : vitesse selon x de l’écou-
lement de base. (b) : vitesse selon y de l’écoulement de base. (c) : pression de l’écoulement
de base. (d) : perturbation de vitesse selon x. (e) : perturbation de vitesse selon y. (f) :
perturbation de pression.
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Figure 2.33 – Champs de vitesse et de pression à Re = 50. (a) : vitesse selon x de l’écou-
lement de base. (b) : vitesse selon y de l’écoulement de base. (c) : pression de l’écoulement
de base. (d) : perturbation de vitesse selon x. (e) : perturbation de vitesse selon y. (f) :
perturbation de pression.
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préliminaires.
La figure 2.29 présente les champs obtenus pour un nombre de Reynolds faible, Re =

1, pour lequel la position Gy = 0 est stable (α0 est négatif). Les champs de base et les
champs perturbés sont (quasiment) symétriques (ou antisymétriques), comme attendu dans
ce régime. Pour un nombre de Reynolds nul, les champs perturbés sont égaux aux champs
obtenus pour un cylindre avec la même vitesse vers le haut, en l’absence d’écoulement de base
(comparer les figures 2.30 avec les figures 2.29d, 2.29e et 2.29f). Il s’agit d’une conséquence
de la linéarité des équations de Stokes : il n’y a pas de couplage entre l’écoulement de base
et l’écoulement dû au mouvement du cylindre. La figure 2.29d montre que le mouvement du
cylindre tend à expulser le fluide de manière antisymétrique, avec une vitesse comparable à
la vitesse du cylindre. La perturbation est localisée au voisinage du cylindre. La figure 2.29e
montre que la vitesse du fluide est égale à la vitesse du cylindre à sa surface (à cause
de la condition aux limites de non-glissement). Les zones bleues foncées correspondent au
mouvement du fluide du haut vers le bas, qui est tel que le fluide éjecté dans le haut est
réinjecté vers le bas. En régime de Stokes, le fluide s’écoule des zones de hautes pressions
aux zones de basses pressions. Le champ de vitesse perturbés est bien cohérent avec la
surpression en haut du cylindre et la dépression en bas observées dans la figure 2.29f.

Les figures 2.31 donnent les mêmes champs pour Re = 10. Les champs de base (voir
Fig. 2.31a , Fig. 2.31b et Fig. 2.31c ) présentent une faible dissymétrie entre l’amont et
l’aval, due à l’inertie du fluide, et une faible différence avec les champs correspondant au cas
visqueux (voir Fig. 2.29 ). La zone où la vitesse est perturbée est ainsi plus longue en aval
qu’en amont (voir Fig. 2.31a ), ce qui est similaire au cas d’un cylindre non confiné à nombre
de Reynolds modéré. Les perturbations du champ de vitesse (voir Fig. 2.31d , Fig. 2.31e
et Fig. 2.31f ) sont très nettement dissymétriques, et diffèrent notablement des champs en
régime visqueux (voir Fig. 2.29d , Fig. 2.29e et Fig. 2.29f ). Les perturbations de vitesse
(voir Fig. 2.31d etFig. 2.31e ) sont essentiellement situées en aval du cylindre, et atteignent
des valeurs nettement supérieures à la vitesse du cylindre. Cette forte dissymétrie est due
à l’interaction entre l’écoulement de base et le mouvement du cylindre (due au terme non-
linéaire de l’équation de Navier-Stokes). La perturbation du champ de pression est clairement
différente de celle observée dans le cas Re = 1 (comparer Fig. 2.31f et Fig. 2.29f ). En aval,
une zone de basse pression apparaît en haut, et une zone de haute pression en bas. Ces
zones n’existent pas en régime de Stokes, et sont donc dues à un effet inertiel. Il est possible
qu’elles puissent être interprétées comme étant un effet Bernouilli, puisque la vitesse du
fluide augmente (resp. diminue) fortement en aval en haut (resp. en bas). Par contre, la
zone en amont semble être un «résidu» du régime de Stokes.

Les figures 2.32 donnent les champs pour Re = 20. La dissymétrie est plus marquée que
pour Re = 10, la vitesse maximale du champ de vitesse perturbé est encore plus importante
(voir Fig. 2.32d ), et la valeur de la perturbation de pression dans la zone de basse pression
en haut en aval du cylindre est plus importante (en valeur absolue) que la valeur de la zone
de surpression en amont.

Pour Re = 50 (voir Fig. 2.33 ), les champs de base sont très dissymétriques, et une
recirculation est visible derrière le cylindre (voir Fig. 2.33a , Fig. 2.33b ). La vitesse maximale
du champ perturbé est plus de 10 fois plus grand que la vitesse du cylindre (voir Fig. 2.33d
). Une recirculation apparaît également dans le champ perturbé (voir Fig. 2.33d et Fig.
2.33e ). La perturbation de pression présente de nouvelles structures derrière le cylindre, au
même endroit que les changements de signe de Vx (voir Fig. 2.33d ).

Dans cette section, nous avons montré que le signe du coefficient α0 peut être relié
à la perturbation, par rapport au cas d’un cylindre fixe, du champ de pression qu’induit
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le mouvement du cylindre. En régime de Stokes, nous avons relié cette perturbation du
champ de pression à la perturbation de vitesse. Lorsque le nombre de Reynolds augmente, la
perturbation de pression change de signe en aval du cylindre. Nous avons émis l’hypothèse
que ce changement de signe est dû à un effet de type Bernouilli, ce qu’il reste à vérifier
quantitativement, en comparant la perturbation de pression avec celle qui peut être calculée à
partir du champ de vitesse (et de l’équation de Bernouilli). De même, le lien entre l’apparition
de nouvelles structures dans la perturbation de pression à Re = 50 est l’apparition d’une
cellule de recirculation doit aussi être confirmée, par exemple en étudiant des nombres de
Reynolds intermédiaires entre 20 et 50.

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons montré expérimentalement et numériquement qu’un cy-

lindre confiné entre deux plaques, soumis à un écoulement stationnaire, peut osciller sponta-
nément. Cette oscillation sinusoïdale se produit lorsque le nombre de Reynolds est supérieur
à un nombre de Reynolds seuil d’environ 20 (en-dessous de ce seuil, le cylindre a une posi-
tion stable à mi-distance des plaques). Lorsque le nombre de Reynolds est successivement
augmenté puis baissé, la variation de l’amplitude et de la fréquence en régime permanent
ne fait pas apparaître d’hystérésis. L’amplitude augmente avec le nombre de Reynolds et
sature à cause des parois, la fréquence augmente sans saturer. Les valeurs de l’amplitude
et de la fréquence obtenues expérimentalement et numériquement sont raisonnablement en
accord.

L’existence d’un seuil de l’instabilité implique que l’inertie du fluide est un ingrédient
nécessaire de celle-ci. Le couplage entre le mouvement du cylindre et celui du fluide est
également essentiel. En effet, l’écoulement derrière un cylindre fixe est stationnaire aux
nombres de Reynolds et pour la géométrie considérés. De manière notable, l’oscillation est
ainsi observée pour des nombres de Reynolds inférieurs à la valeur seuil de l’émission de
tourbillons de Bénard-Von Kármán derrière un cylindre fixe, au contraire de la plupart des
oscillations de cylindres dans un écoulement déjà étudiées. Par contre, ni l’inertie du cylindre
ni une force extérieure de rappel n’est nécessaire. En particulier, un cylindre peut osciller,
même s’il est de masse nulle ou s’il n’est pas soumis à la gravité.

Le caractère sinusoïdal des oscillations et l’existence d’un seuil suggèrent de décrire l’en-
semble du cylindre et de l’écoulement comme un système dynamique faiblement non-linaire.
Pour déterminer celui-ci, nous avons forcé (numériquement) les oscillations à des ampli-
tudes et à des fréquences différentes de celles des oscillations libres, et mesuré les forces
hydrodynamiques s’exerçant sur le cylindre. En forçant les oscillations, nous avons montré
de manière directe que la position du centre du cylindre vérifie une équation de Van der
Pol. Il en résulte que la bifurcation associée à cette instabilité est une bifurcation de Hopf
supercritique, quelle que soit la densité ρs du cylindre. Le valeur du seuil dépend, elle, de
ρs : elle est d’autant plus faible que ρs (et donc l’inertie du cylindre) est importante (en
l’absence de gravité).

Nous avons ensuite cherché à donner une interprétation hydrodynamique des coefficients
de l’équation de Van der Pol. Le terme de raideur est lié à la portance qui s’exerce sur un
cylindre fixe décentré, qui tend à le ramener au centre. L’existence d’une telle force évidem-
ment exclue pour un cylindre non-confiné et elle était déjà connue dans le cas confiné [52].
Dans notre configuration, nous interprétons cette force de rappel par une dissymétrie entre
les variations de pression entre le haut et le bas du cylindre. Le terme de masse ajoutée est
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classique en hydrodynamique. Il est notamment dû à l’accélération du fluide que le cylindre
déplace. Comme dans le cas des vibrations par émission de tourbillons [75], il est probable
que d’autres structures de l’écoulement induisent une composante en phase avec l’accéléra-
tion, ce qui pourrait expliquer la variation de la masse ajoutée avec la fréquence. Le terme
moteur, qui est responsable de l’instabilité, a commencé à être étudié en régime linéaire.
Nous avons montré que ce terme est liée à la perturbation du champ de pression, lorsque le
cylindre est forcé d’osciller à basse fréquence et faible amplitude. La variation de la pertur-
bation du champ de pression avec le nombre de Reynolds induit un changement de signe du
coefficient α0 du terme moteur. Pour un nombre de Reynolds nul, la linéarité de l’équation de
Stokes découple l’écoulement base et la perturbation : le mouvement du cylindre ne permet
pas d’extraire d’énergie de l’écoulement de base. Cette remarque confirme que l’inertie du
fluide est essentielle. Pour des nombres de Reynolds plus élevés, la perturbation du champ
de pression peut s’interpréter en partie à partir des perturbations des champs de vitesse et
l’utilisation du théorème de Bernouilli. Il semble néanmoins que des effets visqueux ou des
effets liés à des recirculation aient également une influence, comme le suggère la restabilisa-
tion des cylindres de densités élevées à haut nombre de Reynolds (une restabilisation a aussi
été observée pour un cylindre non-confiné en-dessous du seuil de Bénard-Von Kármán [97]).

Par rapport aux travaux antérieurs, notre étude se caractérise notamment par le confine-
ment du cylindre et par la faible valeur du nombre de Reynolds pour laquelle nous observons
l’instabilité. Il serait intéressant de faire le lien avec les autres études, en conservant la même
géométrie mais en augmentant le nombre de Reynolds au-delà du seuil de l’instabilité de
Bénard-Von Kármán. D’autre part, la réalisation de l’expérience avec des cylindres de dia-
mètres différents permettrait de quantifier le rôle du confinement et de faire le lien avec les
cylindres non-confinés.
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Chapitre 3

Mesure de la forme d’un fil

3.1 Introduction
Lors des expériences où un fil se déforme, comme par exemple dans les expériences

de transport d’un fil par un écoulement, nous suivons la déformation en acquérant des
images (voir introduction). À partir de ces images, nous souhaitons mesurer en tout point
la position, l’angle et la courbure de la ligne moyenne du fil. Ces grandeurs sont essentielles
à toute modélisation mécanique. Il est en effet nécessaire de connaître la position et l’angle
du fil par rapport à l’écoulement pour en déduire les forces qu’il subit (voir chapitre 1). La
variation de la courbure du fil entre son état libre de contraintes et son état actuel est ainsi
reliée au moment fléchissant, résultant des actions de fluide sur le fil (voir annexe A).

Dans un premier temps, nous avions utilisé une méthode classique de seuillage pour
déterminer la forme du fil, puis nous avions calculé la courbure en effectuant un ajustement
local par un polynôme et en calculant les dérivées de celui-ci. La technique de seuillage est
peu robuste, en particulier si l’éclairage est non uniforme ou bruité : il est souvent difficile
d’extraire la totalité du fil. Par exemple, un seuillage trop bas donne une collection de pixels
discontinus, et un seuillage trop haut inclus des pixels du fond.

De plus, l’ajustement des points issus du seuillage est délicat. Il faut tout d’abord choisir
le nombre de pixels sur lequel nous effectuons l’ajustement : si ce nombre est trop faible,
la courbure est peu fiable car nous ajustons presque une droite ; s’il est trop grand, nous
n’obtenons qu’une grandeur moyenne. D’autre part, cette méthode est peu précise, comme
nous le vérifierons en section 3.5.4.

L’insuffisance de cette technique peut s’expliquer. Nous cherchons en effet à déterminer
la courbure, qui est essentiellement une dérivée seconde de la position, à partir d’une image
expérimentale, qui est une donnée discrétisée (pixelisée) et souvent bruitée. Il est connu
qu’une dérivation numérique donne des résultats aberrants, lorsqu’elle est effectuée sans
précaution [107]. Effectuer un traitement en deux étapes, seuillage puis ajustement, conduit
à mesurer la courbure sur une donnée beaucoup plus pauvre que l’image initiale, car issue
du seuillage.

Comme la technique de seuillage est insuffisante, nous avons cherché quelles sont les
autres méthodes existantes. Nous avons trouvé de nombreuses méthodes d’analyse d’images,
qui ont été en développées pour extraire des lignes d’une image. Certaines techniques clas-
siques sont basées sur les transformées de Hough ou de Radon [108, 109, 110, 111, 112]
qui consistent à traiter une image de manière à transformer un segment en un point, qui
peut alors être aisément détecté par seuillage. Ces méthodes permettent essentiellement de
détecter des droites ou des courbes simples (ellipses). Une autre méthode consiste à suivre
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la ligne d’intensité maximale («ridge methods») en utilisant le vecteur propre correspon-
dant à la plus grande valeur propre du Hessien de l’image lissée [113] . Les méthodes les
plus performantes pour les lignes courbes sont les méthodes de type recherche de chemin
minimal [114, 115, 116] et lignes de niveau («level set») [117, 118]. Dans ces méthodes, une
ligne se déplace dans un potentiel défini à partir des niveaux de gris de l’image. La ligne
extraite est celle qui minimise ce potentiel. Cependant, le résultat de ces méthodes est un
ensemble discret de points, comme pour la méthode de seuillage, ou une fonction définie im-
plicitement (méthode de type ligne de niveau). Comme dans la méthode de seuillage, l’angle
et la courbure sont mesurés par ajustement, et les problèmes restent similaires à ceux du
seuillage.

Nous avons donc développé une nouvelle méthode de traitement d’image, nommée VIC
(«Virtual Image Correlation»), qui permet d’obtenir de manière analytique la position,
l’angle et la courbure d’un fil, même à partir d’une image bruitée. Cette méthode, implantée
sous Matlab, utilise directement toute l’information disponible, à savoir les niveaux de gris
de chaque points du fil. Elle comporte deux étapes.

Tout d’abord, nous extrayons la forme du fil de manière discrète, en ajustant le fil par
une suite de petites poutres rectangulaires. Le résultat de cette première étape est une
estimation polygonale de la forme du fil.

Lors de la deuxième étape, nous construisons une image d’un fil virtuel, défini de manière
analytique à partir de la courbure de sa ligne moyenne (au début du processus, la courbure
du fil virtuel est différente de celle du fil physique). Ce fil virtuel est initialisé à partir du
résultat de la première étape. Il est ensuite déformé, de manière itérative, jusqu’à ce être le
plus proche possible du fil physique. Numériquement, la proximité entre le fil virtuel et le fil
physique est quantifiée par la distance quadratique entre les images physique et virtuelle 1.
La forme optimale du fil virtuel est obtenue en minimisant cette distance. Ceci revient à
ajuster l’image physique par le fil virtuel. La position, l’angle et la courbure recherchés (ceux
du fil physique) sont définis comme ceux du fil virtuel optimisant l’ajustement. La définition
analytique du fil virtuel fait que nous identifions simultanément la postion, l’angle et la
courbure, et que ceux-ci sont de classe C∞.

La méthode que nous avons développé repose sur la corrélation entre l’image physique
et une image virtuelle. Les méthodes de corrélation d’image sont largement utilisées en
mécanique, car elles permettent de mesurer des champs de déplacement de manière non-
intrusive.

En mécanique des fluides, la corrélation d’image constitue le cœur de la méthode de
vélocimétrie par images de particules (PIV) [119, 120]. Cette méthode permet d’obtenir
le champ de vitesse dans un écoulement. Expérimentalement, il faut ensemenser le fluide
de petites billes, et prendre deux images successives de l’écoulement. L’image est divisée
en sous domaines (taille typique : 16 × 16 pixels) qui doivent contenir plusieurs billes et
correspondre à une échelle de longueur où l’écoulement est approximativement constant.
Dans chaque sous domaine de l’image, la PIV consiste à trouver la valeur du déplacement
de la seconde image qui donne la corrélation optimale entre les deux images.

La PIV a inspiré les techniques de DIC («Digital Image Correlation») utilisés en méca-
nique des solides [121, 122, 123, 124]. Elle consiste à trouver la corrélation optimale entre
une image d’un solide non contraint, qui sert d’image de référence, et une image du même
solide après l’application d’un chargement. Cette méthode donne le champ de déplacement
dû au chargement, sans nécessiter de dérivation. Cette technique fonctionne uniquement si
le niveau de gris de la surface du solide est non uniforme (sans quoi il n’y a pas de différence

1. «L’image virtuelle» et «l’image du fil virtuel» désignent bien sûr la même entité.
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entre les deux images). Les paramètres du champ à ajuster peuvent être choisis sur une base
d’éléments finis ou sur une base de solutions analytiques.

Par rapport à la DIC (et à la PIV), nous avons introduits deux nouveautés. Tout d’abord,
nous étudions un objet allongé de type fil, et pas une surface texturée (la texture est liée aux
petites billes dans le cas de la PIV). Ceci implique que nous devons gérer des déplacements
importants et non pas infinitésimaux. De plus, nous ne pouvons pas nous appuyer sur la
texture du fil, puisque celle-ci est invariante par translation (le diamètre du fil n’est que de
quelques pixels, une texture éventuelle ne serait pas résolue). D’autre part, nous corrélons
l’image physique avec une image virtuelle et pas avec une image physique de référence
(comme pour la DIC ou la PIV), qui serait d’ailleurs difficile à définir pour un fil très
souple.

Afin d’expliquer les principes de la méthode, nous commencerons par présenter le cas des
images 1D (section 3.2). Nous présentons la méthode d’extraction discrète en section 3.3.
Ensuite, en section 3.4, nous expliquons comment construire le fil virtuel et puis la stratégie
d’optimisation qui permet de rapprocher le fil virtuel du fil physique. Nous validerons la
robustesse et la précision de la méthode sur des exemples d’images synthétiques dans la
section 3.5. Enfin, nous montrerons dans la section 3.6 des applications concrètes de la
méthode à des des images expérimentales, comme celle d’une tige en aluminium fléchissant
sous son propre poids, celle d’un fil transporté par un écoulement dans une fracture ainsi
que celle d’un panache thermique.

3.2 Cas unidimensionnel
Nous présentons d’abord les principes de la méthode VIC en l’appliquant à des images

1D. Nous estimons ensuite la précision de la méthode en fonction des caractéristiques de
l’image physique et de l’image virtuelle. Nous montrerons notamment qu’il est possible en
général de retrouver la position du centre du fil avec une précision sub-pixel.

3.2.1 Principe de la corrélation entre une image physique et une
image virtuelle

Nous choisissons comme exemple d’image physique F une coupe unidimensionnelle d’une
image d’un fil de cuivre sur un fond noir (voir Fig. 3.1b ). Dans la suite de la section, nous
normaliserons à 1 le niveau de gris maximal et nous appellerons image une fonction discrète
1D (0 correspond au noir, 1 au blanc, voir l’exemple Fig. 3.1b ) .

La méthode VIC nécessite l’introduction d’une image virtuelle. Nous appelons g 2 la
version continue de cette image virtuelle, définie par :

g(x) = 1
2

(
1 + cos

(
πx

Rg

))
, (3.1)

pour x ∈ [−Rg, Rg]. Ce profil est inspiré de la forme de l’image physique (voir l’ajustement
de Fig. 3.1b ) ; il est représenté en figure 3.2a. L’image virtuelle n’est pas définie en dehors de
[−Rg, Rg]. La valeur choisie pour le rayon Rg est plus grande, et du même ordre de grandeur,
que la largeur (en pixels) du fil.

Les calculs numériques sont effectués en utilisant la version G discrétisée en espace de
l’image virtuelle (voir Fig. 3.2b ). Nous discrétisons G sur une grille qui est en général plus

2. Les notations de ce chapitre n’ont bien sûr aucun rapport avec celles des deux chapitres précédents.
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Figure 3.1 – (a) : image d’un fil en cuivre (en gris). Le trait vert indique la position de
la coupe. (b) : profil discrétisé de niveaux de gris suivant la direction x de la coupe. Ligne
continue : ajustement par A(1 + cos(π(x−x0)/R))/2 +B. Ligne pointillée : niveau du fond.

fine que la largeur d’un pixel de l’image F (dans l’exemple présenté, nous choisissons une
discrétisation deux fois plus fine). Le domaine de définition de G est le même que celui de g.
Les valeurs de G sont obtenues en calculant la moyenne de g sur l’intervalle correspondant
à chaque pixel. Les niveaux de gris de G sont codés sur 64 bits (réels de Matlab), ce est
beaucoup plus fin que pour une image classique (8 ou 16 bits), et nous négligerons donc les
erreurs introduites par ce codage.

La méthode de corrélation nécessite de définir une distance entre deux images. Au niveau
continu, nous définissons la distance quadratique 3 entre g et une image quelconque h par :

φ =
∫ Rg

−Rg
(h(ξ)− g(ξ))2 dξ. (3.2)

Le principe de la corrélation d’image est de chercher le décalage x qu’il faut introduire
entre les images F et G pour minimiser la fonction φ. Pour cela, il faut définir la distance
entre les images F et G, qui ne sont pas a priori discrétisées sur la même grille. Pour
estimer précisément l’intégrale, nous discrétisons les deux images sur la grille la plus fine,
à savoir celle de G. Nous devons donc estimer la valeur de F sur la grille fine de G. Nous
pourrions choisir de prendre, à un point donné de la grille fine de G, la valeur de F au point
le plus proche où elle est définie, mais il ne s’agit pas de la méthode la plus précise (voir
section 3.2.3). Nous introduisons ainsi FG, qui est obtenue par interpolation cubique de F
aux points de la grille fine où G est définie (voir Fig. 3.2c ).

La méthode de corrélation d’image consiste à trouver la valeur xs qui minimise la distance
φ(x) entre G et FG :

φ(x) =
∫ x+Rg

x−Rg
(FG(ξ)−G(ξ − x))2 dξ, (3.3)

où l’utilisation du signe
∫
est un abus de notation, φ étant calculée sur la grille fine associée

à G. La forme de cette fonction φ est analogue à la fonction qui est minimisée lors d’un
3. Notons que la forme φ n’est pas une distance au sens mathématique du terme, ni même le carré d’une

distance, car elle n’est pas symétrique (à cause du domaine de définition qui est celui de g).
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Figure 3.2 – Présentation de la méthode dans le cas 1D. Une unité, en abscisse, correspond
à un pixel de F (voir Fig. 3.1b ) . (a) : image virtuelle continue g ; (b) : image virtuelle
discrétisée spatialement G ; (c) : image FG obtenue par interpolation de l’image physique F
discrétisée sur le maillage de G ; (d) : fonction de corrélation φ.
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ajustement par une méthode de moindre carrés. Comme dans cette méthode, le choix de
cette distance quadratique est justifiée par sa simplicité [107]. La fonction φ est représentée
dans la figure 3.2d. Cette fonction est minimale en xs = arg min(φ) = 4, 794 : cette valeur
représente l’estimation par la méthode de corrélation d’images de la position du milieu du
fil. Elle est qualitativement en accord avec l’allure de la figure 3.1b. Cependant, comme
nous ne connaissons pas la «vraie» valeur, nous ne pouvons pas déterminer la précision de
la méthode VIC ; la caractérisation de cette précision est l’objet de la section suivante.

3.2.2 Précision et robustesse du traitement d’image

La méthode a été testée pour différentes images physiques, afin de montrer qu’elle est
précise et adaptée à une large gamme d’images. Nous n’utilisons pas de «vraies» images
physiques, mais des images «synthétiques»d’un fil afin de connaître a priori la position
du centre x0 (axe de symétrie). Nous pouvons ainsi comparer quantitativement le résultat
obtenu par traitement d’image xs, pour la position du centre de l’image, avec la position
«réelle» du centre de l’image x0. Notons qu’il ne faut pas confondre l’image synthétique F ,
qui remplace l’image physique en entrée du traitement d’images, avec l’image virtuelle G,
qui est une variable auxiliaire introduite pendant le traitement d’image.

L’image synthétique continue f est définie par (voir Fig. 3.3a ) :

f(x) =


A

2

(
1 + cos

(
π
x− x0

Rf

))
+B +N si x ∈ [−Rf , Rf ],

B +N si x /∈ [−Rf , Rf ],
(3.4)

où B est le niveau du fond, N le bruit, A le contraste (écart de luminance entre le fil et le
fond), Rf le rayon du fil de l’image synthétique, x0 l’axe de symétrie de l’image synthétique.

L’information disponible consiste en F (voir Fig. 3.3b ), la version discrétisée spatia-
lement du profil f , qui est obtenue en calculant la moyenne de f sur chaque pixel. Dans
ce premier exemple, le niveau de gris n’est pas discrétisé sur 8 ou 16 bits, comme pour les
images réelles, mais sur 64 bits ; par abus de langage, nous dirons dans ce cas que les niveaux
de gris ne sont pas discrétisés. Les valeurs correspondant à ce premier test sont présentées
table 3.1.

Alors que le profil de luminance initial f possède un axe de symétrie en x0 = 2, 2, l’image
discrétisée spatialement F n’en possède pas. Le cas que nous avons choisi est non trivial car
nous avons pris pour x0 une valeur qui n’est ni entière ni demi-entière ; dans le cas contraire,
F serait symétrique et la position x0 pourrait être déterminée sans calcul. Le nombre WF

de pixels de F qui diffèrent de la valeur du fond est faible (5), et l’effet de la discrétisation
spatiale est important. Cette valeur deWF , nécessairement entière, est supérieure à la largeur
2Rf de l’image continue f , parce que la valeur d’un pixel diffère du fond même s’il n’est
éclairé que sur une partie de sa largeur. L’image FG (voir Fig. 3.3c ) n’est pas identique à f
(la perte d’information lors de la discrétisation spatiale est irréversible), et elle ne possède
pas non plus d’axe de symétrie.

Lorsque nous utilisons la méthode avec les paramètres détaillés ci-dessus, nous trouvons
xs = 2, 195, qui ne diffère de la position x0 = 2, 2 du centre du profil de luminance initial f
que de 0, 005 pixels : avec une image où seulement WF = 5 pixels diffèrent de la valeur du
fond, nous obtenons déjà une précision largement meilleure que le pixel. Ce type de précision
est courante pour les algorithmes de corrélation d’images [121].
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Figure 3.3 – Présentation de l’image test de synthèse. Une unité correspond à un pixel de
F . (a) : profil de luminance f ; (b) : image de synthèse F obtenue à partir de f ; (c) : image
FG interpolée à partir de F .
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Table 3.1 – Valeurs par défaut des tests présentés dans la section 3.2.2. Les 6 premières
valeurs correspondent aux caractéristiques du fil physique, les 2 dernières à celles de l’image
virtuelle.

Position du milieu du profil x0 = 2, 2 (en pixel de F )
Largeur du fil dans f 2Rf = 3, 7 (en pixel de F )
Contraste A = 0, 2
Niveau du fond B = 0, 5
Écart-type du bruit σN = 0
Discrétisation du niveau de gris non
Largeur de l’image virtuelle 2Rg = 6 (en pixel de F )
Nombre de pixels de la grille fine par pixel de F Nraf = 4
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Figure 3.4 – Écart ε = |x0 − xs|. (a) : variation en fonction de la valeur du fond B ; (b) :
variation en fonction du contraste A. (�) : niveau de gris non discrétisé ; (©) : niveau de
gris discrétisé (8 bits). Dans ce graphe, la valeur du fond vaut B = 0, 1.

3.2.2.1 Influence du fond, du contraste et de la discrétisation du niveau de gris

Dans cette section, nous étudions l’effet du contraste A et du niveau du fond B (voir Éq.
(3.4)) sur la précision de la méthode VIC. Par défaut, les valeurs sont celles de la table 3.1,
et en particulier le niveau de gris n’est pas discrétisé.

La distance quadratique, définie par l’équation 3.3, peut être réécrite :

φ(x) =
∫ x+R

x−R
(FG(ξ))2 dξ︸ ︷︷ ︸
I1

−2
∫ x+R

x−R
FG(ξ)G(ξ − x) dξ︸ ︷︷ ︸

I2

+
∫ R

−R
(G(ξ))2 dξ︸ ︷︷ ︸

I3

. (3.5)

Si x est proche de x0, comme la largeur de l’image virtuelle 2Rg est choisie plus grande que
la largeur du fil physique, le terme I1 ne dépend pas de x. Le terme I3 ne dépend pas non
plus de x : minimiser φ revient à maximiser I2. La valeur xs qui maximise la corrélation
doit donc être constante si nous ajoutons une constante à F , ce qui est bien le cas comme
le montre la figure 3.4a. De même, changer le contraste de F ne doit pas avoir d’influence
(cela revient à multiplier I2 par une constante) si le niveau de gris n’est pas discrétisé, ce
qui est bien le cas ((�) de Fig. 3.4b ). Par contre, si le niveau de gris est discrétisé sur 8
bits (comme dans une image réelle), l’amplitude a une influence (voir (©) de Fig. 3.4b ).
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La discrétisation dégrade fortement le signal (niveaux de gris des pixels) si l’amplitude est
faible, et par conséquent l’écart ε = |x0− xs| augmente alors fortement, mais reste inférieur
à 1 pixel. Par contre, si le contraste est suffisant (supérieur à A > 0, 4), la discrétisation
est négligeable et nous retrouvons les mêmes résultats pour xs que lorsque le niveau de gris
n’est pas discrétisé.

Les résultats présentés montrent que la méthode VIC donne un résultat sub-pixel, même
lorsque l’image virtuelle n’a pas le même contraste et le même niveau de fond que l’image
réelle. De plus, si la discrétisation des niveaux de gris ne joue pas un rôle majeur, ce qui est
en pratique le cas le plus courant, l’écart de contraste et de niveau de fond entre l’image
virtuelle et l’image physique n’a aucun effet.

3.2.2.2 Influence de la largeur de l’image physique Rf
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Figure 3.5 – Écart ε en fonction de la largeur Rf du profil de luminance f . Les nombres
dans la figure correspondent au nombre WF de pixels de F qui différent du fond. Les deux
séries de points correspondent à des paramètres constants différents : (�) : Rg = 6, (◦) :
Rg/Rf = 1, 6.

La figure 3.5 montre la variation de l’écart ε en fonction de la largeur Rf du profil
de luminance f . La précision augmente lorsque la largeur du profil augmente, parce que
l’information est contenue dans plus de pixels. L’écart diminue de manière monotone avec la
largeur de f , et il n’y a pas de saut lorsqueWF (pixels de valeur différent du fond) augmente
d’une unité. Les résultats sont qualitativement similaires si la largeur de l’image virtuelle
est fixe (Rg constante), ou si le rapport Rg/Rf est constant.

3.2.2.3 Influence du bruit

Pour tester l’influence du bruit, nous avons ajouté à f un bruit gaussien N de moyenne
nulle, d’écart-type σN , sans corrélation entre les pixels. Il s’agit du bruit le plus souvent
observé pour des images réelles [125, 126]. Nous quantifions ce bruit par σN/A, qui est
l’abscisse des figures 3.6. Pour chaque jeu de valeurs, nous construisons plusieurs images F .
Sur la figure 3.6, les symboles (�) correspondent à la valeur moyenne de ε, et les barres
d’erreur à la dispersion de valeur de l’écart ε. L’écart moyen ε ainsi que son l’écart-type
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Figure 3.6 – Écart ε en fonction du niveau du bruit. Les carrés (�) correspondent à la
valeur moyenne de l’écart ε, l’extrémité des barres correspond à l’écart-type de la valeur de
ε.
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Figure 3.7 – Profils de luminance des images tests de forme différente de celle de l’image
virtuelle (a) : rectangulaire ; (b) triangulaire.

augmentent linéairement avec le niveau de bruit. Le bruit dégrade fortement la précision de
la mesure du milieu du fil, qui reste cependant sub-pixel.

3.2.2.4 Influence de la forme du profil de l’image physique

Nous avons testé la méthode VIC pour d’autres profils de luminance f de l’image phy-
sique (voir Fig. 3.7 ). Nous choisissons uniquement des profils symétriques, pour lesquels le
milieu est bien défini. La table 3.2 montre que si le profil de luminance de l’image physique
n’est pas un cosinus décalé, l’écart ε est un peu plus grand mais reste très inférieur au pixel.
Cela montre qu’il n’est pas nécessaire que l’image physique ait la même forme que l’image
physique pour que l’identification soit sub-pixel.

Table 3.2 – Valeurs de l’écart ε pour plusieurs formes de l’image physique.

Forme cosinus décalé rectangulaire triangulaire
ε 0,005 0,011 0,012
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Figure 3.8 – (a) : variation de ε = |x0 − xs| en fonction de la largeur de l’image virtuelle
2Rg ; (b) : variation de ε en fonction du nombre Nraf de pixels de la grille fine par pixel de
F .

3.2.3 Choix des paramètres de l’image virtuelle

Dans la section précédente, nous avons testé la précision de la méthode pour différentes
images physiques. Ces tests nous ont permis d’évaluer la précision de la méthode VIC pour
une large gamme d’images physiques, et de montrer que cette précision est généralement
sub-pixel, même pour des images bruitées ou dont la largeur ne vaut que quelques pixels,
par exemple. Dans cette section, nous cherchons à déterminer pour une image physique
donnée qu’elles sont les caractéristiques de l’image virtuelle qui optimisent la précision de
la méthode VIC.

D’après la figure 3.8a, l’écart ε est important si la largeur de l’image virtuelle est inférieure
au nombre WF de pixels de F qui diffèrent du niveau du fond (5). Si la largeur de l’image
virtuelle est trop grande, le niveau de gris est quasiment plat là où se trouve l’image physique,
et φ dépend peu de x : la méthode devient moins précise. Il faut donc choisir Rg plus grand
et du même ordre de grandeur que la largeur Rf du fil physique.
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Table 3.3 – Valeurs de l’écart ε pour plusieurs méthodes d’interpolation de f .

Interpolation non linéaire cubique spline
ε 0,2 0,05 0,005 0,008

La figure 3.8b présente la variation de ε en fonction du nombre Nraf de pixels de la grille
fine par pixel de F . La valeur de ε sature rapidement si ce nombre est supérieur à 4. En
fait, la valeur de ε est déjà satisfaisante pour Nraf = 2, le cas Nraf = 3 est spécifique. En
effet, la variation non monotone pour la valeur 3 vient du fait que la largeur correspondant
au niveau de gris maximal de G est plus grande pour Nraf = 3 que pour Nraf = 2, et que
la corrélation est alors moins sensible.

Nous avons également testé l’effet de la manière d’interpoler F (voir Tab. 3.3 ). Sans
interpolation, nous obtenons xs = 2, qui est un résultat à l’échelle du pixel. Les meilleurs
résultats sont obtenus avec des interpolations cubique ou avec des splines, qui permettent
d’exploiter l’hypothèse de continuité de f . Nous avons choisi l’interpolation cubique, pour
son moindre coût numérique.

3.3 Extraction discrète de la forme du fil
Une des étapes de la VIC (à 2D) consiste à minimiser la distance quadratique entre

l’image physique et l’image virtuelle (voir section 3.4). Comme le nombre de paramètres
qui décrivent le fil virtuel est important, cette minimisation est réalisée par un algorithme
itératif, qui recherche un minimum local. Cet algorithme itératif nécessite une initialisation,
et celle-ci doit être suffisamment proche de la solution recherchée pour que l’algorithme
converge bien vers le minimum global. Cette initialisation est effectuée grâce au résultat de
la méthode d’extraction discrète présentée dans cette section.

3.3.1 Principes de la méthode
L’extraction discrète donne une approximation polygonale du fil physique sous forme

d’un ensemble de points Km (0 6 m 6 M) et d’angles Θm (0 6 m 6 M − 1). Cette
méthode pourrait aussi être utilisée seule, si nous cherchions seulement une approximation
de la position.

A

B

Figure 3.9 – Schéma d’une poutre virtuelle obtenue par extrusion de l’image virtuelle 1D.
La section droite selon AB correspond à la figure 3.2a

Dans le programme d’extraction de la forme du fil, l’utilisateur donne la position appro-
chée d’une extrémité celui-ci, ainsi que sa direction initiale. Ensuite, le programme construit
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une poutre virtuelle rectangulaire obtenue en extrudant 4 l’image virtuelle 1D (voir Fig. 3.2b
) selon un segment (voir Fig. 3.9 ). Le programme cherche la valeur de l’angle θ de la poutre
virtuelle qui optimise la valeur de sa corrélation avec l’image physique (voir Fig. 3.10 ). Le
processus est répété à partie du centre de cette poutre virtuelle. Lorsque la valeur de la
corrélation optimale diminue fortement, cela signifie que le programme a atteint l’extrémité
du fil : le programme d’extraction discrète s’arrête alors.

Essais

θ

Figure 3.10 – Illustration d’une étape de la méthode d’extraction discrète, pour l’image
d’un fil dans une fracture. Les rectangles verts correspondent aux poutres virtuelles déjà
déterminées et les rectangles bleus à des essais pour la poutre active. L’angle θ correspond
au degré de liberté de la poutre virtuelle active. Le rectangle rouge correspond à la poutre
virtuelle qui optimise la corrélation.

3.3.2 Détails de la méthode
Dans cette section, nous définissons la poutre virtuelle, la fonction de corrélation à mi-

nimiser et nous expliquons le critère d’arrêt du programme.
La poutre virtuelle g (voir Fig. 3.9 ) est définie pour (r, ξ) ∈ Dg = [−Rg, Rg] × [0,∆L]

par :

g(r, ξ) = g(r) = 1
2

(
1 + cos

(
πr

Rg

))
, (3.6)

qui est analogue à l’équation 3.1. La seule différence est que l’image virtuelle utilisée ici est
définie sur un domaine Dg rectangulaire (2D). L’image virtuelle est choisie invariante par
translation selon ξ. La longueur ∆L de la poutre virtuelle est laissée au choix de l’utilisateur.
La valeur choisie doit être suffisamment grande pour que le bruit soit moyenné et n’influe
pas sur le résultat, et suffisamment petite pour pouvoir suivre les zones de grande courbure
(«virages») ; une valeur ∆L = 6R donne généralement de bons résultats.

Dans ce paragraphe, nous appelons gm la poutre virtuelle après translation au point
courant Km et rotation d’angle θ. Nous appelons Gm la version discrétisée de gm, en général

4. l’extrusion signifie ici que l’image 2D est formée d’images 1D mises une à côté de l’autre ; les images
1D sont perpendiculaires à la ligne où se trouvent leurs centres.
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sur une grille plus fine que celle de l’image physique F . Comme dans le cas 1D, l’image
virtuelle n’est pas corrélée directement à l’image physique F mais avec l’image FG, obtenue
par interpolation cubique de l’image physique aux points de la grille fine associée à Gm. La
fonction de corrélation, analogue au cas 1D (voir Éq. (3.3)), est donnée par :

φm(θ) =
∫∫

DGm

(FGm −Gm)2, (3.7)

où le signe
∫∫

est un abus de notation, φm étant évaluée sur la grille fine associée à G.
Comme il n’y a qu’un paramètre ajustable (l’angle θ), nous minimisons cette fonction φm
numériquement grâce à l’algorithme fminsearch de Matlab, initialisé en prenant la valeur
de θ déterminée à l’itération précédente.

Le critère d’arrêt est lié à δm :

δm = minφm −minφm−1, (3.8)

qui est la variation de la la valeur de la corrélation optimale entre deux itérations. Le
programme s’arrête lorsque δm est nettement plus grand que δm−1, ce qui correspond en
général au cas où l’image virtuelle dépasse l’extrémité de l’image physique.

3.4 Extraction analytique de la forme
Nous avons vu dans la section précédente 3.3 comment traiter l’image physique pour

en extraire le fil, sous forme d’un ensemble d’angles (ceux des petites poutres virtuelles).
Malgré ce grand nombre de degrés de liberté, cette base n’est pas satisfaisante : le centre
des petites poutres n’est pas exactement sur la ligne moyenne de l’image physique (voir Fig.
3.10 ), et l’angle et la courbure ne sont pas obtenus analytiquement.

Dans cette section, nous expliquons comment le fil virtuel est paramétré, puis comment le
résultat obtenu à la section 3.3 permet de l’initialiser. Ensuite, nous présenterons l’algorithme
itératif d’optimisation de la corrélation entre l’image physique et l’image virtuelle, qui donne
la position, l’angle et la courbure du fil sous forme analytique.

3.4.1 Paramétrage du fil virtuel
L’image virtuelle g s’obtient, comme dans la section 3.3, en extrudant l’image virtuelle

1D (voir Fig. 3.2a ). Cependant, l’extrusion ne se fait plus selon un segment de droite,
mais selon une courbe paramétrée x(s) qui représente la ligne moyenne du fil virtuel (s
est l’abscisse curviligne le long de la ligne moyenne du fil virtuel). Un schéma de l’image
virtuelle est donnée à la figure 3.11, où (e1, e2) désigne le repère cartésien fixe et (τ ,ν) les
vecteurs tangent et normal à la ligne moyenne.

En considérant x(s) comme connu, les points X de l’image virtuelle sont donnés par :

X(s, r) = x(s) + rν(s), (3.9)

où (r, s) ∈ [−Rg, Rg]× [0, L], avec L la longueur du fil et Rg son rayon. La position X(r, s)
est effectivement définie de manière unique si le rayon de courbure local de la ligne moyenne
1/|γ(s)| est plus grand que le rayon R du fil virtuel. Cette hypothèse, qui signifie que le
fil virtuel est bien un objet allongé et pas un objet 2D, sera toujours faite par la suite. La
luminance de l’image virtuelle est donnée par :

g(r, s) = g(r) = 1
2

(
1 + cos

(
πr

Rg

))
, (3.10)
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Figure 3.11 – Schéma de l’image virtuelle

qui est analogue aux équations (3.1) et (3.6). Comme dans le cas 1D et dans le cas des
poutres rectangulaires, g est discrétisée sur une grille fine plus fine que celle de l’image
physique. Dans le programme, l’utilisateur choisi un rayon Rg de la poutre virtuelle plus
grand et du même ordre de grandeur que le rayon du fil physique, comme dans le cas 1D et
la méthode discrète.

3.4.1.1 Description continue de la ligne moyenne

Pour paramétrer l’image virtuelle, il faut paramétrer la ligne moyenne, qui constitue la
sortie de l’algorithme. La quantité la plus difficile à déterminer que nous cherchons est la
courbure du fil : nous paramétrons donc la ligne moyenne par la courbure γ(s). L’angle et
la position s’obtiennent par intégration :

θ(s) = θ0 +
∫ s

0
γ(s) dξ, (3.11)

x(s) = x0 +
∫ s

0
τ (ξ) dξ, (3.12)

où le vecteur tangent τ = cos(θ)e1+sin(θ)e2 est connu si l’angle θ est connu. L’intégration de
l’angle θ(s) (voir Éq. (3.12)) est une opération numériquement plus robuste que la dérivation
qu’il faudrait effectuer si la ligne moyenne était paramétrée par x(s).

3.4.1.2 Paramétrage discret de la ligne moyenne

Pour discrétiser la description de la ligne moyenne, nous avons choisi d’écrire la courbure
γ(s) (dimensionnée) sous la forme d’une série tronquée :

γ(s) =
N∑
n=0

AnPn(s̃), (3.13)

où An sont les coefficients de la série, N l’ordre d’approximation, Pn(s̃) la base de fonctions
adimensionnées sur laquelle la courbure est écrite, et s̃ = s/L ∈ [0, 1] l’abscisse curviligne
adimensionnée. Le choix de la série est a priori libre. Pour éviter qu’un terme ait le même
effet qu’un d’autre [107], nous avons ainsi choisi des séries dont les termes sont orthogonaux
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deux à deux et donc linéairement indépendants. Nous avons retenu des séries de Fourier ou
de Legendre.

La série de Fourier est définie pour s̃ ∈ [0, 1] par :

Pn =
{

cos(πn(s̃− 1/2)) si n pair,
sin(π(n+ 1)(s̃− 1/2)) si n impair. (3.14)

La série de Legendre, est définie sur s̃ ∈ [−1, 1] par [127] :

Pn(s̃) = 1
2nn!

dn
ds̃n

(
s̃2 − 1

)n
. (3.15)

Ces polynômes sont évalués en utilisant la formule de récurrence suivante :
P0(s̃) = 1,
P1(s̃) = s̃,

(n+ 1)Pn+1(s̃)− (2n+ 1)s̃Pn(s̃) + nPn−1(s̃) = 0 ∀n ≥ 2. (3.16)
Par homothétie, l’intervalle de définition de s̃ est ramené à [0, 1].

Par intégration de l’équation 3.13 , les angles sont donnés par :

θ(s) = θ0 + L
N∑
n=0

AnQn(s̃), (3.17)

dans laquelle
Qn(s̃) =

∫ s̃

0
Pn(ξ̃) dξ̃. (3.18)

Les fonctions de base Pn et Qn ne dépendent que du choix de la série. Elles sont définies
de manière analytique (l’intégrale d’un polynôme de Legendre s’exprime en fonction de
polynômes de Legendre), et ne calculées qu’une seule fois. La position de la ligne moyenne
est obtenue par intégration numérique de l’équation (3.12).

3.4.1.3 Image virtuelle discrétisée G

grille de F

s

Maillage du fil virtuel

Figure 3.12 – Schéma de l’image virtuelle continue g (gauche) et discrétisée G (droite).

L’imageG est obtenue en discrétisant l’image g de manière uniforme en s, puis de manière
uniforme en r (voir Fig. 3.12 ). Comme dans les sections 3.2 et 3.3, le maillage associé à G
est plus fin que le pixel de F .
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3.4.1.4 Bilan

Dans cette section, nous avons présenté un jeu de paramètres Λ = {x0, θ0, An} à par-
tir duquel nous sommes capables de construire l’image virtuelle. Nous commençons par
construire la courbure de la ligne moyenne (voir Éq. (3.13)), puis l’angle (voir Éq. (3.17))
et sa position (voir Éq. (3.12)) par intégration. Ensuite, nous obtenons l’image complète en
extrudant l’image virtuelle 2D le long de cette ligne moyenne (voir Éq. (3.10)).

3.4.2 Initialisation du fil virtuel
Nous expliquons comment le fil virtuel est initialisé, c’est-à-dire comment Λ = {x0, θ0, An}

est calculé à partir des résultats donnés par la méthode d’extraction grossière (voir section
3.3).

Comme valeur initiale de x0 nous choisissons l’extrémité de la poutre définie par l’utili-
sateur.

Le résultat de la méthode d’extraction discrète est un ensemble de segments de droite
de même longueur, c’est à dire un ensemble de M angles Θm (avec 0 6 m 6 M − 1). La
longueur initiale Li est choisie comme le produit de la longueur d’un segment par le nombre
de segments : Li = (M)∆L. En posant A−1 = θ0/L, l’équation (3.17) peut être réécrite :

θ(s)
L

=
N∑

n=−1
AnQn(s̃). (3.19)

L’initialisation consiste à trouver l’ensemble des {An}. Or, en utilisant les valeurs de Θm,
nous disposons des M équations suivantes :

Θm

Li
=

N∑
n=−1

AnQn

(
sm
Li

)
, (3.20)

pour 0 6 m 6M . Il est possible de résoudre l’équation (3.20) si N+2 6M , ce qui détermine
bien des valeurs initiales pour An. Dans le cas général N + 2 < M , le système est résolu au
sens des moindres carrés.

3.4.3 Stratégie d’optimisation
Dans cette section, nous présentons le cœur de la méthode, qui consiste à optimiser la

corrélation entre l’image physique et l’image virtuelle.

3.4.3.1 Corrélation

Pour trouver l’image virtuelle g qui s’approche le mieux de l’image physique f (version
continue), nous minimisons la fonction φ [121] :

φ(Λ) =
∫∫

Dg
(f − g)2 dΩ, (3.21)

où dΩ = (1 − γr) dr ds est l’élément de surface. Cette équation sera discrétisée ultérieure-
ment. L’équation 3.21 est analogue à celle utilisée dans le cas 1D (voir Éq. (3.3)) et pour
l’extraction discrète (voir Éq. (3.7)).

L’algorithme fminsearch de Matlab est insuffisant pour minimiser une fonction (comme
φ) qui dépend d’un grand nombre de variables : nous avons dû implanter un autre algorithme.
Nous avons choisi un algorithme de type Newton-Raphson, qui nécessite le calcul des dérivées
de φ.
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3.4.3.2 Dérivées partielles

Une condition nécessaire 5 pour que φ soit minimum est l’annulation de ses dérivées
partielles : ∂φ/∂Λk = 0 (k : composante courante de Λ). En utilisant l’équation (3.21), nous
obtenons pour k quelconque :

∮
∂Dg

(
(f − g)2n.

∂X

∂Λk

)
dζ − 2

∫∫
Dg

(f − g)
(

grad (g). ∂X
∂Λk

)
dΩ = 0, (3.22)

où ∂Dg désigne le bord de Dg.

3.4.3.3 Terme de bord

Nous allons tout d’abord montrer que le terme de bord (première intégrale de Éq. (3.22))
est négligeable.

Tout d’abord, nous présentons une démonstration exacte dans l’hypothèse où f est uni-
forme en dehors du fil physique. Comme nous avons choisi Rg plus grand que le diamètre du
fil physique, le bord ∂Dg se trouve en dehors de l’image du fil, au moins lorsque le fil virtuel
est proche du fil physique. Comme f est supposée uniforme en dehors du fil physique, nous
pouvons la sortir de l’intégrale. D’après l’équation (3.10), g est constant (nul) sur le bord.
En utilisant la formule de Green, puis le fait que div (X) = 2, nous obtenons :

∮
∂Dg

(f − g)2n.
∂X

∂Λk

dζ = (f |∂Dg − g|∂Dg)2 ∂

∂Λk

(∫∫
Dg

div (X) dΩ
)

= 0. (3.23)

Fil virtuel

Image physique

νds

(1+γR)ds

(1-γR)ds
∂ D +

g

∂ D −
g

Figure 3.13 – Schéma illustrant la nullité du terme de bord. Le fil virtuel (délimité par
les deux lignes continues noires), est superposé à l’image physique (grille verte). La portion
d’intérêt (infinitésimale) du fil virtuel est délimitée par des pointillés perpendiculaire à la
ligne moyenne. Le vecteur ν désigne la normale à la ligne moyenne, ∂D+

g et ∂D−g les deux
bords de la section d’intérêt.

En fait, le terme de bord reste approximativement nul sous des hypothèses plus faibles
que l’uniformité de f . En négligeant l’effet des bords du fil virtuel situés en s = 0 et s = L

5. Nous obtenons bien le minimum voulu par cette méthode parce que nous partons de la solution issue
de la méthode d’extraction discrète, qui est proche de la solution recherchée.
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(dont la longueur est très faible devant la longueur du fil), et en utilisant l’équation (3.30),
le terme de bord peut être réécrit :∮

∂Dg
(f − g)2n.

∂X

∂Λk

ds =∫ L

0

(
(1− γR)(f − g)2(s, R)− (1 + γR)(f − g)2(s,−R)

)
ν.
∂x

∂Λk

ds, (3.24)

(nous décomposons la frontière du fil en ∂D+
g et ∂D−g , voir Fig. 3.13 ). Nous supposons

que le fil est peu courbé, soit |γR| � 1. Nous notons λc la longueur de corrélation du
bruit, et λm la longueur typique de la variation de ∂x/∂Λk (dans le cas des séries choisies,
λm ∼ L/m). Dans le cas d’un bruit corrélé, ou d’une inhomogénéité d’éclairage λc � R et
(f − g)2(s, R) ≈ (f − g)2(s,−R). Dans le cas d’un bruit décorrélé, 1 = λc � λm, le terme
(f − g)2(s, R)− (f − g)2(s,−R) s’annule statistiquement sur une longueur intermédiaire ds
telle que λc � ds � λm. Dans ces deux cas, le terme de bord est bien approximativement
nul.

3.4.3.4 Algorithme de Newton

Comme le terme de bord est négligé, l’équation (3.22) se réduit à :∫∫
Dg

(f − g)
(

grad (g). ∂X
∂Λk

)
dΩ = 0. (3.25)

où g = g(Λmin
k ) est la valeur de g au minimum de la corrélation. En écrivant le développement

limité de g au voisinage du minimum Λmin
k , nous obtenons :

g(Λk + ∆Λk︸ ︷︷ ︸
Λmin
k

) = g(Λk) + grad (g).∂X
∂Vp

∆Vp. (3.26)

En substituant ce résultat dans l’équation (3.25), il vient :

∆Vp
∫∫

Dg

(
grad (g). ∂X

∂Λk

)(
grad (g).∂X

∂Vp

)
dΩ

=
∫∫

Dg

(
grad (g). ∂X

∂Λk

)
(f − g) dΩ. (3.27)

Cette équation est discrétisée de la manière suivante :

∆Vp
∫∫

Dg

(
grad (g)|G .

∂X

∂Λk

)(
grad (g)|G .

∂X

∂Vp

)
dΩ

=
∫∫

Dg

(
grad (g)|G .

∂X

∂Λk

)
(FG −G) dΩ, (3.28)

où grad (g)|G représente la valeur analytique de grad (g) aux points de la grille de G. Cette
formulation élimine toute approximation liée à un éventuel calcul numérique de grad (g).
Dans l’équation 3.28, le signe

∫∫
est un abus de notation, les termes sont évalués sur le

maillage fin associé à G.
L’équation 3.28 est de la forme :

Mkp∆Vp = Lk, (3.29)



96 3. Mesure de la forme d’un fil

Il s’agit d’un système linéaire à N + 4 équations et N + 4 inconnues, la solution ∆Vp est
utilisée pour mettre à jour la forme du fil virtuel. Le processus itératif est répété jusqu’à
ce que la valeur de φ décroisse moins qu’une certaine valeur prescrite entre deux itérations
(10−6 par exemple).

3.4.3.5 Calcul de Mkp et Lk

Il est nécessaire de calculer le terme grad (g).∂X/∂Λk qui apparaît dans Mkp et Lk.
L’équation (3.10) permet de calculer de manière analytique, et donc rapide et exacte, le
gradient de l’image virtuelle g :

grad (g) = −π2R sin
(
πr

R

)
ν. (3.30)

Le terme ∂X/∂Λk traduit la variation du point courant de l’image virtuelle lorsque le
paramètre Λk change. À partir de l’équation (B.43), nous obtenons :

∂X

∂Λk

= ∂x

∂Λk

− r ∂θ
∂Λk

τ . (3.31)

Comme cette expression n’est utilisé que dans l’équation (3.26), le second terme, colinéaire
à τ , n’a pas besoin d’être calculé car il est orthogonal à grad (g).

Les dérivées ∂x/∂Λk sont obtenues à partir des équations (3.12) et (3.17) :
∂x

∂x0,1
= e1,

∂x

∂x0,2
= e2,

∂x

∂θ0
=
∫ s

0
ν dξ, ∂x

∂An
= L

∫ s

0
Qnν dξ. (3.32)

Les champs ∂X/∂Λk ont une signification physique forte. En effet, le déplacement du
fil virtuel entre deux itérations est proche de (∂X/∂Λk)∆Λk. La figure 3.14 montre des
exemples de ces champs (pour plus de clarté, ils ne sont représentés que sur la ligne moyenne
i.e. ∂x/∂Λk). Ils jouent le même rôle que les champs de déplacements utilisés dans la méthode
DIC [121, 122, 123].

Figure 3.14 – Exemples de champs de déplacement cinématiques unitaires. De gauche
à droite : ∂x/∂x0,2 (translation verticale), ∂x/∂θ0 (rotation) et ∂x/∂A0 (augmentation
uniforme de la courbure).

3.4.3.6 Mise à jour de la longueur du fil virtuel

La longueur totale L n’est pas modifiée directement dans l’algorithme précédent. L’extré-
mité libre du fil physique est détecté par une grande variation de ∂φ/∂L. À chaque itération,
en plus de la mise à jour de Λ, la longueur du fil peut être ajustée (nous faisons en sorte de
surestimer la longueur du fil avec la méthode d’extraction discrète, en ajoutant une poutre
virtuelle par exemple).
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3.5 Validation de la méthode pour des images synthé-
tiques

Nous allons tout d’abord tester la précision de la méthode VIC sur des images synthé-
tiques F , dont le niveau de gris est discrétisé sur 1, 8 ou 16 bits, et dont le niveau de bruit
varie entre 0 et 100%. À la fin de cette section, nous comparons les résultats de la VIC avec
ceux d’une méthode plus classique, consistant à seuiller l’image puis à ajuster les points
issus du seuillage par un polynôme.

3.5.1 Construction de l’image synthétique de référence
Nous choisissons une image synthétique a priori difficile à traiter car la largeur du fil est

faible et sa courbure varie beaucoup. Nous utilisons comme image synthétique une image
de fil dont la ligne moyenne est une spirale logarithmique, d’équation polaire ρf = abψ,
avec a = 8 et 0 6 ψ 6 7π et où (ρf , ψ) désignent les coordonnées polaires. Cette spirale a
été choisie car sa position ρf , l’angle θf et la courbure γf sont connus analytiquement. De
plus, la courbure varie notablement (1/146 6 γf 6 1/8 pixel−1). L’expression analytique
de γf , ainsi que l’orthogonalité des termes des séries de Fourier et de Legendre, permettent
également de calculer la valeur exacte des coefficients Af,n :

Af,n =
∫ 1
0 γf (s̃)Pn(s̃) ds̃∫ 1

0 (Pn(s̃))2 ds̃
. (3.33)

La largeur du fil synthétique vaut seulement 2 pixels (2Rf = 2), ce qui est peu. Le profil
de luminance l du fil synthétique vaut l = cos(πr/(2Rf )), pour r ∈ [−Rf , Rf ].

La discrétisation spatiale de l’image f est une image de taille 401×401 pixel. Comme dans
le cas 1D, la valeur de l’image discrétisée est obtenue en moyennant le profil de luminance sur
chaque pixel (pour calculer cette moyenne, le fil synthétique est discrétisé sur un maillage
bien plus fin 40 × 104). Après discrétisation du niveau de bruit sur 8 bit, nous obtenons
l’image F à traiter, représentée en figure 3.15.

Figure 3.15 – Image de référence F (401× 401 pixel, 8 bit, non bruitée).
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3.5.2 Analyse de l’image synthétique
3.5.2.1 Extractions discrète et analytique

Exact
Extr. discrète

a)

Seg. by seg.

Exact

N=20

N=6
N=12

b)

Figure 3.16 – Détail de la spirale : a) extraction discrète, b) extraction analytique.

L’extraction discrète est effectuée avec une poutre virtuelle de rayon Rg = 1 et de
longueur ∆L = 6 (en pixel de F ), et dont le maillage est 3 fois plus fin que celui de F . La
spirale est identifiée en partant du point le plus extérieur (ψ = 7π) pour aller vers le centre
(ψ = 0) où la courbure est plus grande et donc là où la spirale est la plus difficile à identifier.
La figure 3.16a montre le résultat de cette identification, près de l’extrémité intérieure de la
spirale. Comme le montre cette figure, les centres des poutres virtuelles sont proches de la
spirale analytique (étiquetée «exact» sur la figure).

L’extraction analytique est effectuée avec des séries de Legendre d’ordreN = [6, 7, 8, 9, 10, 12, 15, 20]
(successivement).

3.5.2.2 Résultats

La figure 3.16b montre que pour N > 12, l’extraction analytique suit la forme exacte
jusqu’à l’extrémité de la spirale. Pour N = 6, un écart est observé dans la zone de forte
courbure de la spirale : le nombre de paramètres utilisés pour décrire le fil virtuel est trop
faible pour décrire les courbures importantes. La figure 3.17a donne l’écart ∆ρ entre la
position (rayon mesuré à partir du centre de la spirale) exacte ρf et le rayon mesuré ρs.
Dans le cas de l’extraction discrète, l’écart ∆ρ est déjà inférieur à 1/2 pixel. Cette précision
est courante, mais pas générale (voir Fig. 3.10 ), et dépend notamment du rayon Rg choisi.
Le résultat de l’extraction analytique dépend fortement de l’ordre de la série de Legendre.
Pour les ordres trop faibles, l’écart est plus important que pour l’extraction discrète, parce
que le nombre de paramètres n’est pas suffisant. L’écart diminue avec l’ordre, et devient
nettement plus faible que celui obtenu lors de l’extraction discrète : pour N = 20, l’écart
est inférieur en tout point à 0, 1 pixel. L’angle θ est défini comme l’angle entre le vecteur
e1 et le vecteur τ . La figure 3.17b donne l’écart ∆θ = θf − θs entre l’angle exact θf et
l’angle mesuré θs. L’extraction discrète donne un résultat relativement correct (ici de l’ordre
de π/100) mais très bruité. Comme pour la position, la précision de l’extraction analytique
augmente avec l’ordre. L’écart pour N = 20 est proche de π/200 (< 1◦), ce qui est plus
précis que la méthode d’extraction discrète et aussi beaucoup plus lisse.
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Figure 3.17 – Comparaison des valeurs exactes et mesurées (a) : écart entre le rayon
mesuré et le rayon exact. Ligne fine pointillée : extraction discrète, lignes épaisses : extraction
analytique. (b) : même chose pour l’angle (c) : même chose pour la courbure. (d) : coefficients
de la série de Legendre, exacts Af,n et mesurés An.
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L’écart sur la courbure ∆γ = γf − γs est montré dans la figure 3.17c. Le résultat issu
de la méthode d’extraction grossière est très bruité, au contraire de ceux obtenus par la
méthode analytique. À l’ordre N = 20, l’écart sur la courbure n’excède pas 2% (γf ' 0.12
pixel−1 à l’extrémité intérieure de la spirale).

Ces résultats valident la précision de la méthode VIC, pour la position, l’angle et la
courbure.

De plus, les coefficients de la série de Legendre An, obtenus pour N = 20, sont proches
des coefficients exacts Af,n (voir Fig. 3.17 d). D’autre part, ces coefficients varient de manière
continue et réversible lorsque l’ordre de la série N change (tests non présentés).

3.5.3 Influence du bruit et de la discrétisation du niveau de gris
À l’image F , avant discrétisation du niveau de gris, est ajouté un bruit gaussien, dont

la valeur en chaque pixel est décorrélée et d’écart-type σN compris entre 0 et 100% (de la
valeur du contraste du fil synthétique). Ces images sont ensuite discrétisées en niveaux de
gris codés sur 1 bit (noir et blanc), 8 bit et 16 bit. Les valeurs de niveau de gris non-incluses
dans [0, 1] sont tronquées.

Exact
N=20

Extr. discrète

a)

Exact
N=20

b)

Figure 3.18 – Détail de la spirale pour deux niveaux de bruit. a) 8-bit et bruit σN = 30%,
b) 8-bit et bruit σN = 100%.

L’extraction discrète, ainsi que l’extraction analytique (réalisée ici avecN = 20), parvient
à suivre la spirale jusqu’à un niveau de bruit σN = 20% pour les image 1 bit et σN = 30%
pour les images 8 et 16 bits (voir Fig. 3.18 a). Pour les images très bruitées, nous avons
utilisé l’extraction analytique en l’initialisant avec le résultat de l’extraction discrète pour
une image peu bruitée 6 Dans ce cas, l’extraction analytique continue de donner un résultat
plus précis que le pixel, sauf pour σN = 100%. La robustesse de la méthode VIC est donc
limitée par l’extraction discrète.

La statistique de ρf (ψ) − ρs(ψ) le long du fil est donnée en figure 3.19, où le milieu du
rectangle donne la moyenne et sa longueur vaut deux fois l’écart-type. L’extraction discrète,
lorsqu’elle parvient à suivre la spirale, dépend peu du niveau de bruit, et reste sub-pixel. La
précision de l’extraction analytique est supérieure à celle de l’extraction discrète ; elle dépend

6. Ceci pourrait être utile pour l’analyse d’un film, où le fil est immobile au début, ce qui permet de
moyenner le bruit et d’utiliser la méthode d’extraction discrète, puis l’extraction analytique. L’extraction
analytique serait ensuite utilisée, initialisée par la solution correspondant à l’image précédente.
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Figure 3.19 – Influence du niveau de bruit et de la discrétisation du niveau de gris sur la
précision.

peu du niveau de discrétisation, et varie approximativement linéairement avec le niveau de
bruit. Cette dernière propriété est similaire au cas 1D (voir Fig. 3.6a ) ; par contre, à 2D, le
bruit dégrade nettement moins la précision de la VIC : le bruit, présent de chaque côté du
fil, se «compense».

3.5.4 Comparaison avec la méthode de seuillage
Dans cette section, nous allons comparer la méthode VIC à la première méthode que

nous avions utilisée, que nous appelons méthode de base dans cette section. Cette méthode
consiste à seuiller l’image, puis à ajuster une partie des points blancs (qui correspondent au
fil) par un polynôme p et à déduire la courbure grâce à la formule p′′/(1 + (p′)2)3/2. Nous
comparons cette méthode de seuillage avec la méthode VIC dans le cas le plus favorable
pour la méthode de base, qui est le cas d’une image sans bruit (avec du bruit, le seuillage
est difficile).

Nous choisissons pour cette illustration l’image synthétique 3.20a, qui est une spirale
logarithmique. Cette image est utilisée directement par la méthode VIC. L’image après
seuillage est présentée en figure 3.20b. Le cercle vert montre le point d’intérêt, où la courbure
est mesurée. La figure 3.21 donne un exemple d’ajustement par un polynôme des points issus
du seuillage (avec des poids égaux à 1).

Les deux méthodes sont comparées dans la figure 3.22. La méthode de base possède
deux paramètres ajustables : le degré du polynôme et le nombre de points utilisés pour
l’ajustement. Il est aussi possible de tourner le repère de l’image, ce qui change l’axe des
abscisses utilisés pour l’ajustement. Nous observons que cette méthode donne un ordre de
grandeur correct mais pas une mesure de la courbure. De plus, il n’existe pas de plage de
valeurs des paramètres pour laquelle la valeur obtenue est constante et fiable. La méthode
VIC ne dépend que d’un paramètre, l’ordre de la série. Au contraire de la méthode de base,
la valeur trouvée est toujours fiable, et sur une plage de 10 valeur de l’ordre N , la valeur
obtenue diffère de la valeur théorique de moins de 3%.

3.6 Validation de la méthode pour des images expéri-
mentales

Dans la section précédente, nous avons validé la VIC sur des images synthétiques. Dans
cette section, nous allons l’appliquer à des images expérimentales. La précision de la VIC est
ainsi validée dans le cas d’un exemple mécanique, à savoir une barre d’aluminium fléchissant
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(a) (b)

Figure 3.20 – Image utilisées pour la comparaison entre la méthode VIC et la méthode
basique. Le profil de f est un cosinus décalé de largeur 1, 5 pixel. (a) : image en niveaux de
gris utilisée par la méthode VIC ; (b) : image seuillée utilisée pour la méthode basique. Le
cercle vert indque le point où nous mesurons la courbure.

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
46
48
50
52
54
56
58

Figure 3.21 – Ajustement par un polynôme de degré 2 (ligne continue) d’un ensemble de
points (44) issus de l’image seuillée. Cette figure correspond à un détail de l’image 3.20b.
Le cercle vert indique le point où nous mesurons la courbure.
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Figure 3.22 – Courbures obtenues par les deux méthodes. La ligne continue correspond à
la valeur théorique. (a) : résultats de la méthode basique. (�) : ordre 2, (◦) : ordre 3, (4) :
ordre 4, les symboles noirs correspondent à un ajustement dans le repère de base (voir Fig.
3.21 ), les symboles gris à l’ajustement des points après rotation de −1, 08 du repère (pour
que le point d’intérêt corresponde à un minimum local. (b) : résultat de la méthode VIC.

sous son propre poids. Nous vérifions également la robustesse de la méthode sur des exemples
d’intérêt physique, à savoir un fil transporté par un fluide dans une fracture et une image
de panache thermique.

3.6.1 Barre fléchissant sous son propre poids
3.6.1.1 Dispositif expérimental

Dans cette section, nous validons la VIC à un problème mécanique pour lequel la solution
est connue. Nous avons choisi le cas, simple mais non trivial, d’une barre initialement droite
fléchissant sous son propre poids. Nous avons choisi une barre cylindrique en aluminium
(de type 2017-T4), parce que le module d’Young E de l’aluminium est connu (72 GPa, voir
[128]) et dépend peu de l’échantillon. De plus, cet aluminium est un matériau dont la limite
d’élasticité est bien nette, éliminant tout problème de plasticité ou de viscosité. Le module
d’Young a été vérifié par un test de flexion 3 points en utilisant une machine d’essai Instron,
qui donne E = 72, 6 GPa. La longueur de la poutre choisie vaut 2459 mm et son diamètre
4, 95± 0, 02 mm. Une extrémité de la barre est tenue dans le mandrin d’une fraiseuse qui
assure une condition d’encastrement. L’autre extrémité est libre. La résolution numérique
des équations de la statique d’une poutre (voir annexe A) donne, sans paramètre ajustable,
la position, la longueur et la courbure de la poutre.

La figure 3.23(a) montre l’image de la barre, prise avec un appareil photo Nikon D300,
lorsque la barre est au repos (ce qui peut prendre plusieurs minutes). Un rideau noir a
été placé derrière la barre, afin d’avoir un fond uniforme noir. La partie de l’image qui est
présentée est constituée de 4288× 2848 pixels.

Cette image a été traité en imposant l’abscisse x0,1, afin la corrélation ne prenne pas
en compte le mandrin (voir Fig. 3.23 (b)). Le diamètre du fil virtuel vaut 2Rg = 20 pixels
(celui du la barre environ WF ∼ 10 pixels). L’extraction discrète nécessite M = 274 poutres
virtuelles. La grille associée au fil virtuel est trois fois plus fine que le pixel de l’image
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(a)

(b) (c) (d)

Figure 3.23 – (a) Barre d’aluminium fléchissant sous son propre poids. Zooms : (b) près
du mandrin, (c) au milieu de la barre et (d) à l’extrémité libre. Ligne continue verte : ligne
moyenne obtenue par la méthodeVIC.
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physique. Le temps de calcul est inférieur à la minute en utilisant un ordinateur MacBook
Pro (deux processeurs de 2, 8 GHz).

3.6.1.2 Comparaison du résultat la VIC et de l’image physique

Nous vérifions tout d’abord que la forme de la barre issue de la VIC coïncide avec celle
de l’image physique. Les zooms (Fig. 3.23 (b),(c) et (d)) montrent que la ligne moyenne
issue de la VIC (en vert) coïncide effectivement avec l’axe de la barre, et ceci sur toute
sa longueur. Comme la corrélation ne se fait que sur le domaine de définition de l’image
virtuelle, le traitement d’image n’est pas sensible aux objets situés loin de la barre, comme
par exemple les pierres visibles dans la figure 3.23a.
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r
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L

(b)

s
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Figure 3.24 – Image physique dans le repère déplié [−R,R] × [0, L] de l’image virtuelle
pour (a) : N = 3 , (b) : N = 7 et (c) : N = 11.

Les résidus peuvent être tracés dans le repère (déplié) de l’image virtuelle (voir Fig. 3.24
). Dans le cas d’une corrélation parfaite, quelle que soit la tortuosité de la poutre, la figure
est symétrique par rapport à la droite r = 0. À cause du zoom important selon r, nous
voyons dans la figure 3.24 pour un ordre N = 3 une ondulation selon s, qui devient plus
faible pour N = 7, et presque invisible pour N = 11. Les inhomogénéités d’éclairage sont
visibles (la barre est plus éclairée en s ≈ L/2 que sur les bords) mais n’influencent pas le
résultat final.

3.6.1.3 Comparaison des résultats de la VIC et de la théorie des poutres

Pour valider la mesure de l’angle et de la courbure issus de la VIC, nous comparons
ces grandeurs à celles calculées à partir de la théorie des poutres et des caractéristiques
géométriques et élastiques de la barre. Ces caractéristiques de la barre ne sont pas connues
exactement, notamment la rigidité en flexion. De plus, la forme à vide n’est pas exactement
droite : les images de la barre avant et après rotation de 180◦ ne coïncident qu’à 10 mm près
(pour une longueur de la barre de 2459 mm). La solution issue de la théorie des poutres est
donc affectée d’une incertitude.

Une vérification préliminaire consiste à comparer les résultats de la VIC et de la théorie
des poutres pour la position du fil. La figure 3.25 montre que la position obtenue par la
VIC coïncide, pour les différents ordres testés, avec le résultat issu de la théorie des poutres,
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Figure 3.25 – Position de la barre en aluminium en coordonnées adimensionnées. Ligne
continue bleue : N = 3, tirets verts : N = 7, pointillés rouges : N = 11. Cercles noirs :
solutions théorique.
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Figure 3.26 – Angle par rapport à l’horizontale. Mêmes symboles que Fig. 3.25 .
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Figure 3.27 – Courbure de la barre en aluminium. Mêmes symboles que Fig. 3.25 .

et ceci sans paramètre ajustable. L’écart est de l’ordre de 10 mm. Cet écart est similaire à
l’écart entre l’image présentée et l’image la barre après rotation de 180◦ : ceci montre qu’il
est essentiellement dû au fait que la forme naturelle de la barre n’est pas exactement une
droite.

Les figures 3.26 montre que l’angle mesuré est en accord avec le résultat de la théorie des
poutres (à 0, 01 rad = 0, 6◦ près), pour les différents ordres utilisés. En particulier, l’angle
initial θ(s = 0) = 0 est correctement mesuré (cette valeur n’est pas imposées par la suite de
polynômes de Legendre).

La courbure mesurée pour N = 3 est en accord avec le résultat de la théorie des poutres
(voir Fig. 3.27 , à une précision de l’ordre de 3% (de la valeur maximale de γ). La valeur
finale γ(s = L) = 0 est effectivement retrouvée.

Ces résultats valident la précision de la méthode VIC, sur une image expérimentale.

3.6.1.4 Choix de l’ordre N

La position et l’angle dépendent peu de l’ordre N choisi, pourvu qu’il soit suffisant pour
que le fil virtuel coïncide avec le fil physique (voir Fig. 3.25 et Fig. 3.26 ). Par contre,
la courbure mesurée dépend de l’ordre N au voisinage des extrémités (voir Fig. 3.27 ). Ce
phénomène n’est pas observé lors de la mesure de la courbure d’une image synthétique (voir
section 3.5.2). Étant donné que l’écart à la solution théorique n’est pas dans le même sens
au début de la poutre (s = 0), cet écart ne peut pas être dû à une variation «physique» de la
courbure à cet endroit. Il s’agit d’un artefact, peut-être lié au fait que l’algorithme cherche
à décrire de possibles ondulations à haute fréquence de la forme à vide.

En pratique, le meilleur choix est souvent la plus petite valeur de N pour lequel le fil
virtuel se superpose au fil physique.
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3.6.2 Robustesse de la méthode
Dans cette section, nous vérifions la robustesse de la méthode sur des exemples d’images

expérimentales.

3.6.2.1 Fil dans une fracture

L’exemple présenté ici est un des exemples qui a motivé le développement de la méthode
de traitement d’image. Il s’agit d’un résultat expérimental obtenu par M. V. d’Angelo [32]
lors de son étude sur le transport de fils dans une fracture modèle rugeuse (voir introduction).
L’image représente un fil de polyester (diamètre 280 µm) entraîné dans une fracture rugueuse
d’ouverture moyenne 0, 65 mm.

Le traitement de cette image présente plusieurs difficultés. Tout d’abord, le diamètre du
fil vaut au plus 2 pixels. De plus, l’image présente un gradient d’éclairage. D’autre part, à
cause du caractère rugueux de la fracture modèle, l’image est fortement bruitée. Enfin, le fil
présente des boucles.

50 pixels

b

a)
10 pixels

b)

0 0.5 1−0.2

0

0.2

s/L

 

 

γL

N=40
N=50

c)

Figure 3.28 – Fil transporté par un écoulement dans une fracture (unité : 1 pixel). (a)
Image physique et ligne moyenne issue de la VIC (pointillés), pour N = 50. (b) Zoom. (c)
Courbure le long du fil, pour deux valeurs N de l’ordre de la série de Legendre.

La méthode VIC a été appliquée avec un rayon Rg = 1 et une série de Legendre N = 50
(voir Fig. 3.28 ). La valeur de x0,1 a été fixée pour éviter les problèmes liés à la longueur
du fil. Cet exemple montre que la méthode de corrélation d’image est robuste au bruit, à
l’inhomogénéité de l’éclairage et au passage des boucles. De plus, la courbure dépend peu
de l’ordre choisi, au moins loin des extrémités, ce qui renforce la confiance dans la méthode
VIC, et montre que cette méthode mesure effectivement la courbure locale.

3.6.2.2 Panache thermique

La figure 3.29 représente une image de panache thermique dont le contraste a été aug-
menté. Cette image a été obtenue par Anne Davaille et Judith Vatteville lors d’une expé-
rience modèle de convection thermique, qui vise à mieux comprendre la convection dans
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le manteau terrestre [129, 130]. Un cylindre, chauffé à température constante, est placé au
fond d’un réservoir, contenant un fluide dont la viscosité dépend de la température (sirop
de sucre). Un panache thermique se développe à partir de ce cylindre.

Le liquide contient en suspension des cristaux liquides thermochromiques, c’est-à-dire
des cristaux liquides qui apparaissent brillants à une température donnée lorsqu’ils sont
éclairés par une nappe laser. Une ligne brillante correspond donc à une isotherme qu’il est
utile d’extraire, par exemple pour calculer les flux thermiques.

Cette image est particulièrement difficile à traiter. En effet, les isothermes sont consti-
tuées d’amas discontinus, qui correspondent à des grains contenant le cristal liquide. La
luminosité et la taille de ces amas varient beaucoup selon la position considérée. Comme
plusieurs cristaux liquides différents sont utilisés simultanément, il y a plusieurs isothermes
qui doivent être extraits séparément. Enfin, l’image est bruitée.

L’identification a été faite avec une poutre virtuelle de rayon R = 4. Nous avons choisi
une série de Fourier (d’ordre N = 40), qui donne des résultats moins précis que la série de
Legendre, mais qui est beaucoup plus robuste. Comme le montre l’image 3.29, la méthode
de traitement d’image parvient à mesurer la forme du panache. De plus, comme le montre
la figure 3.29b, le résultat pour l’angle du vecteur tangent est lisse, et donc utilisable pour
des calculs futurs.

3.7 Conclusion
Nous avons développé une nouvelle méthode de traitement d’images, que nous avons

nommée VIC, particulièrement bien adaptée à notre problème de détermination précise
des formes de fils. La VIC permet de déterminer analytiquement la position, l’angle et la
courbure de la ligne moyenne d’un fil à partir d’une image. Cette méthode est basée sur
la corrélation de l’image physique et une image virtuelle de fil. Le choix des paramètres de
cette image virtuelle (largeur du fil, ordre de la série) n’est pas critique, il existe de larges
plages où le résultat est indépendant des choix effectués. De plus, le profil de niveaux de
gris des images physique et virtuelle n’ont pas besoin d’être identiques. En particulier, cette
méthode reste précise même si la largeur ou le contraste du fil de l’image physique n’est pas
constante.

La précision des résultats obtenus a été vérifiée pour des fils longs sur des images syn-
thétiques et sur l’image d’une barre d’aluminium fléchissant sous son propre poids. La ligne
moyenne du fil est localisée avec une précision sub-pixel, et l’angle local et la courbure lo-
cale, dérivées première et seconde de la position, sont mesurés avec une précision de quelques
pourcents. Néanmoins, en ce qui concerne la courbure, la méthode VIC reste à améliorer,
notamment pour éliminer les oscillations parasites observées pour les ordres élevés près des
extrémités du fil. Nous envisageons d’utiliser d’autres types de représentation de la ligne
moyenne (splines par exemple) pour régler ce problème. D’autre part, nous avons validé
la robustesse de la méthode par rapport au bruit et aux inhomogénéités d’éclairage. La
méthode fonctionne même pour les fils dont le diamètre ne fait que quelques pixels, et qui
présentent des boucles.

La précision, la robustesse et la régularité (C∞) des résultats obtenus sont des consé-
quences de l’hypothèse implicite que nous cherchons a priori à identifier un objet allongé
lisse. Cette hypothèse est utilisée lors de la construction du fil virtuel : celui-ci est contraint
d’être lisse. Plus généralement, si nous utilisons la VIC dans une situation où nous disposons
d’encore plus d’information a priori, par exemple si nous connaissons la forme de l’équation
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Figure 3.29 – Image de panache thermique (avec l’aimable autorisation d’Anne Davaille et
de Judith Vatteville). (a) : la ligne moyenne issue de l’identification (en vert) superposée à
l’image physique. Cette ligne correspond à l’isotherme 23, 4 ◦C. (b) : angle mesuré.
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que doit vérifier l’objet allongé, nous pouvons encore améliorer la précision et la robustesse
de la méthode en contraignant le fil virtuel à vérifier cette équation [131].

Cette méthode a été développée principalement pour extraire d’une photo de fil les
quantités pertinentes du point de vue de la mécanique. Nous donnerons effectivement en
conclusion un exemple d’une telle application. La VIC a cependant un grand nombre d’autres
utilisation potentielles. Ainsi nous l’avons également appliquée à l’extraction d’isothermes
lors d’une expérience de convection thermique, où la connaissance du vecteur normal local
(et donc de l’angle) est utile pour des calculs de flux thermiques.

Pour analyser de manière plus efficace les expériences de déformation de fils, et en parti-
culier la formations de boucles, il serait utile d’étendre la méthode aux séquences d’images.
Pour rendre les calculs plus rapides, il faudra utiliser au maximum l’information existante,
par exemple en prenant la forme du fil déterminée pour une image donnée comme état initial
du fil virtuel pour l’image suivante.

Cette méthode peut également être étendue à la mesure du module de flexibilité d’un fil
de forme à vide non droite. L’idée est de prendre une photo du fil encastré horizontalement,
fléchissant sous son propre poids, puis de le retourner de 180◦. Avec ces deux images, nous
disposons de suffisamment d’information pour en déduire la forme à vide et la rigidité en
flexion.
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Conclusion

Le but de ma thèse a été de contribuer à une meilleure compréhension du comportement
d’un objet allongé, éventuellement flexible, placée dans un écoulement confiné. Bien que
cette problématique se retrouve dans un nombre important de situations, comme le dépla-
cement des micro-organismes dans le sol ou dans des organismes pluricellulaires, ou comme
l’injection de suspensions de fibres dans des fractures géologiques, beaucoup de questions
sur les processus élémentaires sont en effet ouvertes.

Même dans le cas du cylindre qui est l’exemple le plus simple de tels objets, les forces
hydrodynamiques avaient été essentiellement étudiées en l’absence de confinement ou avec
un faible confinement. Les études existantes sur les cylindres très confinés étaient restreintes
à une configuration 2D avec le cylindre perpendiculaire à l’écoulement. Dans ce cas, j’ai pu
montrer qu’une modélisation 3D est indispensable pour prédire précisément la force sur le
cylindre dès lors que sa longueur L est inférieure à la largeur W du canal où il est placé.
En effet, le blocage de l’écoulement qui apparaît lorsque le diamètre du cylindre devient de
l’ordre de l’ouverture du canal est alors réduit, parce que le fluide s’écoule préférentiellement
entre les extrêmités du cylindre et les parois du canal, ce qui diminue fortement la force
s’exerçant sur le cylindre. J’ai pu montrer qu’une modélisation 2D est, par contre, suffisante
pour prédire la force dans le cas d’un cylindre parallèle à l’écoulement moyen, et que celle-
ci est alors proportionnelle à la longueur. Une conclusion de cette étude est le fait que
l’influence de l’orientation du cylindre par rapport à l’écoulement moyen sur la traînée qu’il
subit est nettement plus importante que dans le cas non-confiné.

Pour l’application à l’injection de fibres dans une fracture, la proportionnalité de la
force à la viscosité, vérifiée pour un cylindre parallèle à l’écoulement jusqu’à un nombre
de Reynolds de 50, explique (au moins en partie) que le transport d’un fil soit plus facile
lorsque l’eau est remplacée par une solution aqueuse de scléroglucane (plus visqueuse que
l’eau), comme cela a été mentionné en introduction.

Une des questions importantes à l’origine de mon travail était l’estimation de la force
sur chaque segment d’une fibre déformée : par analogie avec le cas non-confiné [132, 133,
35, 134], la solution la plus simple est de discrétiser la fibre par un ensemble de segments,
et d’estimer la force sur ces segments par la force que subirait un cylindre rigide placé à
la même position, par combinaison linéaire des forces sur un cylindre parallèle (coefficient
λ||) et perpendiculaire à l’écoulement (λ⊥). J’ai montré qu’à cause des effets de blocage
cette approche n’est a priori valable que si le diamètre D de la fibre est suffsamment faible.
Si D est proche de la distance entre les parois, la force est essentiellement due à λ⊥ et il
est important de bien prendre en compte l’effet de L/W dans son évaluation. À cause de
l’importance de la valeur de ce coefficient λ⊥ pour la forme que prend la fibre, il serait
intéressant de réaliser une étude complémentaire dans la limite où la longueur du cylindre
est très faible devant la largeur de la cellule (L � W ), en régime de Stokes ainsi que pour
des nombres de Reynolds plus élevés.

Un second résultat important est la mise en évidence de la grande influence de la force
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de portance, notamment quand le cylindre est perpendiculaire à l’écoulement. Même aux
nombres de Reynolds Re assez faibles (Re 6 0, 1 dans nos expériences), elle permet de
maintenir le cylindre à mi-distance des deux plaques. Lorsque le nombre de Reynolds aug-
mente, cette position devient instable, et le cylindre oscille spontanément de manière très
régulière. Une des originalités de cette instabilité est son faible nombre de Reynolds seuil
(Re ∼ 20), bien inférieur à celui de l’apparition des oscillations de Bénard-Von Kármán. Le
seuil de l’instabilité varie de manière non triviale avec la densité du cylindre : en l’absence
de gravité, le seuil est d’autant plus faible que la densité du cylindre est élevée.

Le cylindre subit une force de rappel hydrodynamique quand on le décentre : aucune
force de rappel élastique extérieure n’est nécessaire pour observer ces oscillations. De plus,
elles peuvent apparaître même pour un cylindre de masse nulle à cause de l’inertie du fluide
entrainé. Ces deux caractéristiques distinguent encore plus cette instabilié des oscillations
structurales classiques résultant de l’émission de tourbillons de Bénard-Von Kármán. Par
contre, l’inertie du fluide est essentielle : j’ai prouvé que ce type d’instabilité ne peut ap-
paraître à nombre de Reynolds nul, à cause de la linéarité des équations de Stokes. J’ai
enfin montré que la position du cylindre vérifie une équation de Van der Pol, prédisant la
bifurcation de Hopf du système et j’ai analysé la signification des coefficients de celle-ci. La
fréquence de l’oscillation est liée à la masse totale (masse ajoutée hydrodynamique et masse
du cylindre) et à une raideur liée au confinement, qui correspond à la force hydrodynamique
sur un cylindre fixe décentré. Le terme moteur de l’instabilité est une force hydrodynamique
de même sens que la vitesse du cylindre ; cette force associe un effet de type Bernoulli et
une influence non nulle de la viscosité, comme le démontre la restabilisation des cylindres
de densité élevée à des nombres de Reynolds d’environ 50.

Il sera intéressant d’étudier la stabilité de la position du cylindre jusqu’à des nombres de
Reynolds supérieurs au seuil de l’émission des tourbillons de Bénard-Von Kármán, pour étu-
dier le lien éventuel entre ces deux instabilités. En ce qui concerne le problème de l’injection
d’une fibre unique dans une fracture, cette instabilité pourrait expliquer les phénomènes de
dépiégeage mentionnés en introduction. (le fil est quasiment immobile par rapport au fluide
lors des piégeages). En vue des applications au transport ou à la sédimentation de fibres, il
sera utile de rechercher si une instabilité similaire existe quand le cylindre est convecté par
l’écoulement, ou quand il sédimente.

Pour caractériser les forces qui s’exercent sur les fibres, notamment en cas de piégeage, il
faut déterminer quantitativement leur forme à partir d’images expérimentales. Pour utiliser
le résultat dans une modélisation mécanique, il faut non seulement connaître la position de
tous les points de la fibre, mais aussi le vecteur tangent qui influence la force hydrodyna-
mique, et la courbure locale reliée au moment fléchissant de la fibre. Parmi les nombreuses
méthodes d’extraction de courbes, je n’en ai pas trouvé qui déterminait précisément toutes
ces grandeurs J’ai donc contribué au développement une nouvelle méthode de traitement
d’image, basée sur la corrélation entre l’image de la fibre et une image virtuelle, qui permet
de déterminer directement le profil d’une fibre avec une précision sub-pixel ainsi que son
orientation locale et sa courbure. Ces grandeurs sont obtenues sous forme d’une série de
termes analytiques utilisable pour des calculs ultérieurs. Cette méthode a été validée pour
des fils longs sur des images de synthèse et des images expérimentales : elle est très robuste
par rapport à un éventuel bruit de l’image, et elle donne des résultats satisfaisants même si
le diamètre de la fibre ne vaut que quelques pixels. Cependant, la valeur de la courbure aux
extrémités du fil n’est pas encore mesurée de manière satisfaisante. Je me suis aussi rendu
compte que cette méthode peut s’appliquer à beaucoup d’autres domaines : j’ai ainsi pu
déterminer avec précision des isothermes d’un panache thermique visualisés par des amas
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de cristaux liquides discontinus.

Influence de la courbure d’une fracture sur le transport
d’une fibre

Plaque usinée
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Figure 3.30 – Canal en forme de spirale. (a) : Schéma h0 = 1 mm, W = 10 mm, Λ =
120 mm. (b) : photographie de la spirale et définition de l’angle α de la spirale, et du rayon
r(α). (Expériences A.S. Anning).

Dans cette section, je vais décrire un exemple d’application des résultats présentés plus
haut à l’objet initial de ma thèse, c’est-à-dire le transport d’une fibre dans une fracture, et
notamment les phénomènes de piégeage. Ce transport met effectivement en jeu les forces
hydrodynamiques et la déformation de la fibre, mais aussi le frottement entre celle-ci et
les parois de la fracture, lorsque le diamètre du fil est comparable à l’ouverture, et que sa
longueur est grande devant son diamètre. Ce frottement est particulièrement important dans
les fractures rugueuses, comme nous l’avons montré en introduction.

Plus spécifiquement, nous avons étudié l’influence de la «tortuosité» de la fracture sur le
transport d’un fil. En effet, une des causes possibles du piégeage est la rigidité du fil : s’il est
trop rigide, il ne pourra pas se courber suffisamment pour traverser la fracture. Nous avons
choisi une fracture modèle constituée d’un canal dont la courbure augmente progressivement,
c’est-à-dire en forme de spirale. Il s’agit d’une géométrie simple qui permet néanmoins le
piégeage du fil, ce qui n’est pas le cas dans les cellules de Hele-Shaw. L’ouverture du canal
est constante, et donc aussi la force de traînée hydrodynamique exercée sur le fil. Par contre,
la courbure locale de la spirale augmente continûment : nous nous attendons à ce que le fil
se piège lorsque qu’il atteint les zones de fortes courbures de la spirale.

Les expériences présentées dans cette section ont été réalisées par A.S. Anning pendant
son stage de master 1, en utilisant le dispositif expérimental schématisé dans la figure 3.30.
La ligne moyenne du canal est une spirale d’Archimède, d’équation polaire r(α) = Aα,
avec A = 200/π mm et α ∈ [0, 10π]. Cette spirale, d’ouverture h0 = 1 mm et de largeur
W = 10 mm est obtenue par usinage d’un bloc de PMMA. Les fils utilisés sont obtenus par
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extrusion de joint silicone à travers l’aiguille d’une seringue. L’injection est contrôlée par un
pousse seringue, et le fil obtenu tombe sur une plaque en mouvement rapide, afin d’éviter
que le fil ne forme des boucles [135]. Cette méthode permet d’obtenir des fils dont la forme
à vide est droite, ce qui n’est pas le cas des fils provenant d’une bobine. La diamètre de ces
fils vaut D = 400 µm, ce qui est comparable à l’ouverture du canal, et leur longueur L entre
20 mm et 40 mm, ce qui est comparable au rayon de courbure de la spirale. Le module de
flexion du fil est déterminé par la mesure de sa déflexion sous son propre poids [136, 137],
et vaut J = 62× 10−10 N·m2. Les fils sont placés verticalement dans l’entrée de la cellule
dans laquelle le fluide s’écoule à débit constant (un orifice au centre de la spirale permet au
fluide de s’écouler).
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Figure 3.31 – Influence du débit du fluide (mélange eau-glycérol, η = 2, 8 mPa· s).
(a) : variation de la position angulaire du fil dans la spirale, pour différents débits (fil de
longueur 20 mm). (♦) : 50 mL·min−1, (◦) : 70 mL·min−1, (♦) : 90 mL·min−1. (b) :
variation de la vitesse angulaire du fil en fonction de la vitesse du fluide, obtenue à partir de
figures comme (a), pour différentes longueurs de fil. (◦) : 20 mm, (◦) : 30 mm, (◦) : 40 mm.
(Expériences A.S. Anning).

Comme le montre la figure 3.31a, la position angulaire du fil varie quasiment linéaire-
ment, avant d’atteindre un plateau. Nous n’avons pas encore d’explication de cette variation
linéaire. Cette variation signifie que la vitesse (en m· s−1) diminue lorsque le fil avance dans
la spirale. Dans la situation étudiée, le frottement sur la paroi est très effectivement impor-
tant : la vitesse du fil est toujours inférieure au dixième de la vitesse moyenne du fluide.
La force hydrodynamique sur le fil peut alors être modélisée en utilisant les résultats sur
les cylindres immobiles du chapitre 1. La vitesse angulaire et la distance parcourue avant
l’arrêt augmentent avec le débit du fluide, ce qui est cohérent avec le fait que la force hy-
drodynamique augmente avec la vitesse. La vitesse angulaire est représentée en fonction de
la vitesse du fluide dans la figure 3.31b, pour des fils de longueurs différentes. Le résultat
obtenu n’est pas trivial : alors que pour les vitesses d’écoulement faibles les fils les plus
courts se déplacent le plus vite, la vitesse du fil ne varie pas de manière monotone avec sa
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Figure 3.32 – Influence de la longueur du fil sur la forme du fil. (a) : variation de la courbure
d’un fil de longueur 20 mm, en utilisant la méthode de traitement d’image développée au
chapitre 3. (−) : série de Legendre d’ordre 5, (−) : série de Legendre d’ordre 7, (−) : courbure
locale de la spirale. Image du fil dans la spirale. (b) : variation de la courbure d’un fil de
longueur 40 mm. (−) : série de Legendre d’ordre 5, (−) : série de Legendre d’ordre 7, (−) :
série de Legendre d’ordre 9, (−) : courbure locale de la spirale. Image du fil dans la spirale.
(Expériences A.S. Anning).

longueur lorsque la vitesse du fluide est élevée.
Pour mieux comprendre ces résultats, nous avons étudié la forme des fils, notamment en

utilisant la méthode de traitement d’image (VIC) développée au chapitre 3. La figure 3.32
montre la courbure locale du fil, normalisée par la longueur de celui-ci. Comme la méthode
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Figure 3.33 – Influence de la viscosité pour deux fils de longueur différente. Débit :
70 mL·min−1. (a) : position angulaire en fonction du temps, pour un fil de 20 mm, pour
deux fluides de viscosités différentes. (◦) : η = 2, 8 mPa· s, (◦) : η = 5, 0 mPa· s. (b) : po-
sition angulaire pour un fil de longueur 40 mm. (♦ : η = 2, 8 mPa· s, (♦) : η = 5, 0 mPa· s,
(◦) : η ≈ 13 mPa· s (solution de scléroglucane). (Expériences A.S. Anning).

VIC sous sa forme actuelle a été développée pour des fils longs, elle n’est pertinente pour les
fils courts que loin des extrémités (ceci provient du choix de la série) : près des extrémités, la
courbure mesurée dépend de l’ordre (arbitraire) choisi, mais les valeurs obtenues au milieu
du fil sont, par contre, fiables. La courbure du fil est égale à celle de la spirale sur une zone,
qui correspond à un contact entre la paroi et le fil, et elle diminue en valeur absolue près des
extrémités. L’image du fil confirme l’existence de contacts ponctuels aux deux extrémités
et d’une zone centrale de contact. La forme du fil de 30 mm est similaire. Par contre, la
courbure du fil de 40 mm n’est pas constante sur toute la zone centrale : pour ce fil, il y
a trois zones de contact et deux points de contact. Il y a ainsi plus de points de contact,
mais les zones de contact sont plus courtes. Cette différence peut expliquer le changement
de comportement de la mobilité des fils avec la vitesse du fluide, discuté au paragraphe
précédent.

La position angulaire est représentée dans la figure 3.33 en fonction du temps pour des
fluides de différentes viscosités. De manière surprenante, la vitesse angulaire est indépen-
dante de la viscosité pour le fil de 20 mm. Par contre, la position d’arrêt est plus proche du
centre de la spirale si la viscosité augmente. La force qui tire le fil dans la spirale est, bien sûr,
la force de traînée hydrodynamique. La force qui freine et arrête le fil est le frottement avec
la paroi ; ce frottement augmente avec la courbure du fil, car la force normale exercée sur
la paroi augmente également. La valeur indépendante de la viscosité de la vitesse angulaire
semble indiquer que le coefficient de frottement pendant le mouvement est proportionnel à
la viscosité, et qu’il ne s’agit pas d’un frottement sec. Par contre, à l’arrêt, le fil subit un
frottement sec qui est indépendant de la viscosité. Pour le fil de 40 mm, la vitesse angulaire
n’est indépendante de la viscosité que si celle-ci est suffisante : à faible vitesse, il est possible
que le contact ne soit pas complètement lubrifié, expliquant une vitesse angulaire plus faible.

Ces expériences préliminaires montrent le caractère non-trivial du transport d’un fil dans
une géométrie confinée, même très simplifiée.
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Perspectives
L’étude que j’ai menée s’insère dans le cadre plus général des travaux sur le déplacement

d’objets, en particulier allongés, tels que des suspensions de fibres ou de microorganismes
dans les écoulements confinés.

Les résultats obtenus sur les forces agissant sur des cylindres placés dans un écoulement
représentent une première étape vers le dimensionnement de l’injection de fibres optiques
dans une fracture géologique et pour la compréhension du colmatage des fractures par des
suspensions de fibres. Ils permettront également de mieux connaître les forces agissant sur
des biofilms dans des micro-canaux. Pour ces applications, il sera utile d’étendre ces résultats
à une gamme plus large de nombre de Reynolds et à des fibres présentant de fortes courbures.

Les résultats obtenus sur la stabilité de la position de la fibre dans l’ouverture ont tout
d’abord des conséquences importantes pour les applications au transport de fibres en géo-
métrie confinée, puisque les oscillations de la fibre peuvent la dépiéger. De plus, l’instabilité
oscillatoire observée constitue un exemple original de couplage fluide-structure, qui diffère en
particulier des instabilités classiques de cylindres, liées à l’émission de tourbillons de Bénard-
von Kármán. Il sera intéressant de comparer plus en détail les caractéristiques observées à
celles à celles des instabilités plus classiques, et d’étudier quelle est la transition entre ces
instabilités en fonction notamment du nombre de Reynolds ou du diamètre du cylindre.

La méthode de traitement d’images que j’ai contribué à développer est déjà très satisfai-
sante pour la plupart des applications, y compris celles qui nécessitent la mesure de l’angle
ou la courbure locale. Seule la courbure près des extrémités reste mal mesurée, ce qui est
problématique pour les fils courts. Une optimisation de la base choisie permettra proba-
blement de régler ce problème. Le domaine d’utilisation potentiel de cette méthode est en
fait beaucoup plus large et inclut la détermination du profil de tout objet unidimensionnel
lisse : des applications à la géographie (extraction de la forme d’une rivière) et au domaine
biomédical (extraction de la forme de vaisseaux sanguins) sont envisagés. De plus, une mo-
dification simple du profil du fil virtuel permet de mesurer un contour : la méthode a déjà
été utilisée avec succès pour suivre l’interface d’une éprouvette métallique soumis à un test
de traction à chaud.

Pour comprendre les expériences de transport de fil dans un canal en forme de spirale,
et en général les expériences de transport de fils en fractures, nous disposons donc à l’issue
de cette thèse d’une modélisation, au moins au premier ordre, des forces hydrodynamiques
qui s’exercent sur le fil. Nous savons déterminer la forme d’un fil à partir d’une image
expérimentale, ce qui permet de tester les modèles développés. Le seul aspect important que
nous n’avons pas étudié en détail est la nature du frottement entre la paroi et le fil. Les
expériences dans la spirale semblent indiquer que ce frottement n’est pas toujours un simple
frottement sec. L’étude du frottement que subit le fil devra donc constituer une prochaine
étape de l’étude du transport de fils par un écoulement en géométrie confinée.
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Annexe A

Équations de base de la mécanique
des fluides et de la mécanique des fils

Nous rappelons ci-dessous les équations de base de la mécanique des fluides et de la
mécanique des fils.

A.1 Équations du mouvement d’un fluide
Le champ de vitesse d’un fluide vérifie l’équation de conservation de la quantité de

mouvement :
dρfV

dt = div (σ), (A.1)

où V la vitesse (locale) du fluide et σ la contrainte. Pour un fluide newtonien (et incom-
pressible), la contrainte s’écrit [35] :

σij = η

(
∂Vi
∂rj

+ ∂Vj
∂ri

)
− pδij, (A.2)

où σij est la contrainte selon la direction i sur une surface élémentaire de direction j et
p la pression et où ri est la coordonnée x, y ou z selon la valeur de i. L’équation de la
conservation de la quantité de mouvement est dans ce cas l’équation de Navier-Stokes :

∂ρfV

∂t
+ ρf (V .grad ).V = −grad (p) + η∆V . (A.3)

Cette équation est complétée par l’équation d’incompressibilité :

div (V ) = 0. (A.4)

Lorsque le nombre de Reynolds est faible, ou lorsque l’écoulement est parallèle, l’équation
de Navier-Stokes se réduit à l’équation de Stokes :

η∆V = grad (p). (A.5)

Les forces hydrodynamiques, qui s’exercent sur un solide, se calculent à partir de la
contrainte σ par :

Fi =
∫
Surface

σij nj, (A.6)

où n (dont la composante selon j est nj) le vecteur normal à la surface du solide, au point
considéré.
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fils

A.2 Équations de la statique des fils

R(s)
ν

ez

ex

ey

fext

M(s)

τ

Figure A.1 – Schéma des forces et moments sur un fil 2D.

Dans les expériences présentées, la longueur du fil est constante : nous utilisons donc
un modèle de fil flexible inextensible, qui est un des modèles classiques de fils [138]. Pour
un fil inextensible, l’absisse curviligne s d’un point matériel est le même pour toutes les
configurations. Nous donnons uniquement les équations d’un fil statique 2D, puisque dans
les expériences que nous analysons, le mouvement du fil est quasistatique et sa déformation
essentiellement 2D. La forme d’un fil statique est donnée par les lois de Newton appliquées
à un élément infinitésimal du fil [136] :

dR
ds = f ext

dM
ds = (R ∧ τ ).ey (A.7)

où τ est le vecteur tangent au fil, R(s0) la force interne au fil, la force qu’exerçe la partie
s > s0 sur la partie s < s0, M le moment fléchissant du fil et f ext la force extérieure
s’exerçant sur le fil, par unité de longueur (voir Fig. A.1 ). Cette équation est complétée par
l’équation d’élasticité linéaire du fil :

M = J(γ − γ0) (A.8)

où J est la rigidité en flexion du fil, γ sa courbure, γ0 sa courbure à vide (courbure en
l’absence de forces extérieures).



Annexe B

Méthode numérique

B.1 Introduction

Nous résolvons numériquement le problème couplé de l’écoulement et du mouvement du
cylindre, à l’aide d’une méthode d’éléments finis.

Nous cherchons à résoudre l’équation du mouvement du fluide (équation de Navier-
Stokes) et celle du solide, avec les contraintes que le fluide est incompressible, que le cylindre
est rigide et qu’il ne peut pas se déplacer parallèlement à l’écoulement moyen (à cause des
fils de suspension). Ce problème est réécrit de manière à utiliser des espaces fonctionnels
non contraints, afin de pouvoir implanter la méthode numérique sous un solveur standard
(nous avons choisi d’utiliser le logiciel libre FreeFem++ [64]).

Le problème variationnel est écrit sur tout le domaine fluide et solide, et contient intrin-
sèquement le couplage mécanique entre le fluide et le solide [139]. La dynamique du fluide
et du solide sont ainsi résolus simultanément.

Cette méthode diffère de celle qui est classiquement utilisée en aéronautique, où le champ
de vitesse du fluide est calculé en fixant la vitesse du solide (celle de l’itération précédente).
La force hydrodynamique s’exerçant sur le solide est ensuite obtenue à partir de ce champ
de vitesse. Enfin, la vitesse du solide est mise à jour, en utilisant la deuxième loi de Newton.
Cette méthode de résolution s’appuie sur la séparation d’échelle entre la masse volumique,
et donc l’inertie, du fluide (air) et celle du solide. La vitesse du cylindre varie lentement
par rapport à celle du fluide : le solide impose une condition cinématique, et le fluide une
condition dynamique [84]. Dans le problème que nous étudions, cette séparation d’échelle
n’existe pas, le solide et le fluide sont fortement couplés. L’approche qui consiste à séparer la
résolution du problème fluide et celle du problème solide est instable numériquement [140].

B.2 Modèle

Nous considérons le domaine rectangulaire Ω représenté à la figure B.1. Le fluide rentre
par le bord ∂Ω1 et sort par le bord ∂Ω3. Les bords ∂Ω2 et ∂Ω4 correspondent aux plaques.
Le bord du domaine Ω est ∂Ω = ⋃4

i=1 ∂Ωi. Le disque C correspond au cylindre, contenu
strictement dans Ω. Le domaine fluide est Ωf = Ω\C.

Dans la résolution numérique, toutes les équations présentées sont adimensionnées par
la distance entre les plaques h0, la vitesse moyenne du fluide Um et la masse volumique du
fluide ρf , de sorte que la viscosité dynamique η soit égale à 1/Re par exemple.
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Figure B.1 – Schéma du domaine utilisé pour la résolution 2D du problème de couplage
entre le cylindre et le fluide.

B.2.1 Domaine fluide
Le mouvement du fluide est régit par l’équation de Navier-Stokes (Éq. (B.1)) et l’équation

d’incompressibilité (Éq. (B.2)) :
dρfV

dt = ∇.σ dans Ωf , (B.1)
∇.V = 0 dans Ωf , (B.2)

où ρf est la masse volumique du fluide et V la vitesse du fluide. Pour un fluide newtonien,
la contrainte σ s’exerçant sur une particule de fluide vaut :

σ = 2ηD(V )− pId, (B.3)

où p désigne le champ de pression, Id la matrice identité et où

D(V ) = ∇V + (∇V )T
2 . (B.4)

Les conditions aux limites sont les suivantes :

V = V Poiseuille = −6(y − 0, 5)(y + 0, 5)ex sur ∂Ω1, (B.5)
V = 0 sur ∂Ω2 ∪ ∂Ω4, (B.6)

σ.n = 0 sur ∂Ω3, (B.7)
V = VC sur ∂C. (B.8)

Nous choisissons un profil de Poiseuille, de valeur moyenne 1, en entrée (Éq. (B.5)). La
condition de sortie est une condition de sortie libre (Éq. (B.7)). La vitesse relative entre
le fluide et les solides est nulle (Éq. (B.6) et Éq. (B.8)) ; nous appelons VC la vitesse du
cylindre.

B.2.2 Cylindre
Les équations vérifiées par le cylindre s’écrivent :

∇V = 0 dans C, (B.9)
V .ex = 0 dans C, (B.10)

M
dV
dt =

∫
∂C
σ.n+Nfilex +

∫
C
fC , (B.11)
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où M = ρs||C|| désigne la masse du cylindre, ρs la masse volumique du solide, ex le vecteur
unitaire selon x (voir Fig. B.1 ), Nfilex la tension du fil et fC la force extérieure par unité
de surface qui s’exerce sur le cylindre (le poids par exemple) .

Le cylindre est un solide indéformable, sans mouvement de rotation (cette rotation est
empêchée expérimentalement). La vitesse est donc uniforme à l’intérieur du cylindre (Éq.
(B.9)). À cause du fil, le cylindre est immobile selon l’axe x (Éq. (B.10)). La seconde loi de
Newton, appliquée au cylindre est donnée par l’équation (B.11).

B.3 Formulation variationnelle continue
Nous introduisons les espaces suivants, dont certains dépendent implicitement du temps :

H = {V ∈ H1(Ω)2,V = V Poiseuille sur ∂Ω1,

V = 0 sur ∂Ω2 ∪ ∂Ω3}, (B.12)
H̃ = {V ∈ H1(Ω)2,V = 0 sur ∂Ω1 ∪ ∂Ω2 ∪ ∂Ω3}, (B.13)
KC = {V ∈ H1(Ω)2,∇V = 0 p.p. dans C}, (B.14)
K∇ = {V ∈ H1(Ω)2,∇.V = 0 p.p. dans Ω}, (B.15)

Λ∇ = {p ∈ L2(Ω),
∫
C
p = 0}, (B.16)

Kx = {V ∈ H1(Ω)2, ex.V = 0 p.p. dans C}, (B.17)

L’espace H est l’espace qui prend en compte les conditions aux limites de Dirichlet pour
la vitesse sur la frontière extérieure de Ω, et H̃ l’espace correspondant avec une condition
de vitesse nulle en entrée (∂Ω1). L’espace KC correspond aux mouvements uniformes à
l’intérieur du cylindre, l’espace K∇ correspond aux champs à divergence nulle et Λ∇ est
l’espace associé à la pression. L’espace Kx est utilisé pour approcher la contrainte liée à
l’équation B.10. Fixer cette contrainte revient à prendre en compte l’effet de la tension du
fil, qui physiquement s’ajuste à chaque instant à la valeur nécessaire pour que le cylindre
soit immobile dans la direction x.

B.3.1 Domaine fluide : équations de Navier-Stokes

En multipliant l’équation de Navier-Stokes par une fonction test u ∈ H̃ ∩KC ∩Kx, et en
intégrant sur le domaine fluide Ωf , nous obtenons la formulation variationnelle suivante :

∫
Ωf

dρfV
dt .u−

∫
Ωf

(∇.σ).u = 0. (B.18)

Une intégration par partie donne :
∫

Ωf

dρfV
dt .u+ 2η

∫
Ωf
D(V ) : D(u)−

∫
Ωf
p∇.u−

∫
∂(Ωf )

(σ.n).u = 0, (B.19)

où nous utilisons l’équation (B.3) la symétrie de D(V ). Le terme
∫
∂(Ωf )(σ.n).u est nul sur

∂Ω1 ∪ ∂Ω2 ∪ ∂Ω4 parce que u y est nul et sur ∂Ω3 parce que σ.n = 0. Par contre, ce terme
n’est pas nul sur la surface du cylindre.
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B.3.2 Cylindre
En utilisant l’équation B.11 et en multipliant par une fonction test u, nous obtenons :

M
dV
dt .u =

(∫
∂C
σ.n

)
.u+Nfilex.u+

(∫
C
fC

)
.u. (B.20)

Nous définissons λ par :
Nfilex = −λ

∫
C
ex. (B.21)

En utilisant le fait que V et u sont constants dans C nous obtenons :∫
C

dρsV
dt .u =

∫
∂C

(σ.n).u− λex.
∫
C
u+

∫
C
fC .u. (B.22)

B.3.3 Formulation globale
Nous écrivons une forme variationnelle sur tout le domaine Ω. Nous posons ρ = ρfχf +

ρCχC et f = χCfC , où χ désigne la fonction indicatrice et l’indice f le domaine fluide.
En substituant l’expression de

∫
∂C(σ.n).u, obtenue grâce à l’équation (B.22) dans l’équa-

tion (B.19), nous obtenons :∫
Ω

dρV
dt .u+ 2η

∫
Ωf
D(V ) : D(u)−

∫
Ωf
p∇.u−

∫
Ω
f .u+ λex.

∫
C
u = 0. (B.23)

Cette substitution prend en compte le signe de la normale extérieure n sur le cylindre n’est
pas le même pour le domaine fluide et pour le cylindre. Comme u est constant à l’intérieur
du cylindre (u ∈ KC), il est possible d’étendre les deuxième et troisième intégrales à tout le
domaine Ω :∫

Ω

dρV
dt .u+ 2η

∫
Ω
D(V ) : D(u)−

∫
Ω
p∇.u−

∫
Ω
f .u+ λex.

∫
C
u = 0. (B.24)

La variable p est étendue à tout le domaine Ω, mais ne correspond à la pression que dans le
domaine fluide. Les autres conditions s’écrivent sous forme duale :

q∇.V = 0,∀q ∈ Λ∇, (B.25)

µex.
∫
C
V = 0,∀µ ∈ R. (B.26)

Les équations (B.24), (B.25) et (B.26) donnent un cadre théorique au modèle pysique, et
suggèrent qu’il faut choisir p ∈ Λ∇ et V ∈ H ∩KC ∩K∇ ∩Kx.

Les équations (B.26) et (B.24) montrent que le problème est de type point selle, et
que λ est un multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’absence de mouvement
selon x. Les équations (B.25) et (B.24) traduisent le problème de point selle classique lié à
l’incompressibilité du fluide.

B.4 Discrétisation

B.4.1 Déplacement du maillage et méthode Euler-Lagrange arbi-
traire (ALE)

Dans le problème que nous traitons, la frontière du cylindre ∂C se déplace au cours
du temps, pour des nombres de Reynolds supérieurs au nombre de Reynolds critique. Afin
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de mieux respecter la géométrie, nous maillons de manière précise la frontière du cylindre
∂C. À cause du mouvement du cylindre, il est nécessaire de déplacer le cylindre et donc
le maillage. Pour traiter le déplacement du maillage, nous utilisons la formulation ALE
(«Arbitrary Lagrangian Eulerien»)[141, 142, 143, 144]. Cette formulation permet d’éviter le
remaillage, qui est coûteux en temps de calcul. De plus, elle ne nécessite pas d’interpolation,
ce qui évite de perdre de l’information à chaque déplacement du maillage.

Nous notons Ωf,t le domaine fluide au temps t, et nous choisissons comme domaine
fluide de référence Ω̂f , le domaine fluide lorsque le cylindre est centré. Nous introduisons
une transformation Ât (appelée transformation ALE), qui permet de passer de Ω̂f à Ωf,t :

Ât : Ω̂f → Ωf,t, x(x̂, t) = Ât(x̂). (B.27)

Cette transformation sera supposée inversible. La vitesse du domaine est donnée par :

ĉ(x̂, t) = ∂Ât
∂t

, x̂ ∈ Ω̂f . (B.28)

Pour une fonction ψ définie sur Ωf,t, nous définissons la fonction ψ̂ par :

ψ̂(x̂, t) = ψ(Ât(x̂), t). (B.29)

Par exemple, nous avons c(x, t) = ĉ(x̂, t) La transformation Ât est arbitraire, mais la vitesse
des frontières du domaine doit être respectée pour tout temps t :

c(., t).n = u(., t).n sur ∂Ωf,t, (B.30)

où n est la normale au domaine Ωf,t et où u(., t) désigne la vitesse du fluide au temps t.
Nous étendons la transformation Ât à tout le domaine Ωt (fluide et cylindre), en prenant
une vitesse uniforme à l’intérieur du cylindre :

Ât : Ω̂→ Ωt, x(x̂, t) = Ât(x̂). (B.31)

La dérivée ALE de la fonction ψ est définie par :

∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
x̂

(x, t) = ∂ψ̂

∂t

(
Â−1
t (x), t

)
. (B.32)

Les formules de changement de variables permettent d’exprimer la dérivée ALE de ψ en
fonction de la dérivée partielle ordinaire :

∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
x̂

(x, t) = ∂ψ

∂t
(x, t) + (c.∇)ψ(x, t). (B.33)

B.4.1.1 Maillage

Au niveau discret, nous définissons un maillage de référence T̂h (maillage de Ω̂). La
transformation Ât est discrétisée, et cette transformation discrète définit le déplacement du
maillage. Par exemple, un nœud i du maillage de position x̂i dans T̂h se trouve en xi = Ât(x̂i)
dans le maillage T̂ th au temps t. Des exemples de maillages sont donnés en figure B.2. La
présence de triangles d’aire faible dégrade le conditionnement de la matrice de rigidité, ce
qui justifie l’utilisation d’un solveur direct (Crout).
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(a)

(b)

(c)

Figure B.2 – Exemples de maillage (finesse du maillage m = 5). (a) : maillage de référence
(cylindre centré, soit Gy = 0) ; (b) : zoom du maillage précédent ; (c) : zoom du maillage
après déplacement Gy = 0, 1.

Le maillage est obtenu à partir du maillage de référence Ω̂ en choisissant une trans-
formation affine par morceaux ; ce déplacement permet de garantir que les triangles ne se
retournent pas, même pour un déplacement qui amène le cylindre très près de la paroi. Le
domaine est séparé en trois bandes : Bb en-dessous du cylindre (y ≤ Gy−R), Bm au niveau
du cylindre (Gy−R ≤ y ≤ Gy+R) et Bh au-dessus (Gy+R ≤ y). Le champ de déplacement
d par rapport au domaine de référence Ω̂, vaut :

d = Gy(y + 0, 5)
0, 5−R +Gy

χBb +GyχBm + −Gy(y − 0, 5)
0, 5−R−Gy

χBh . (B.34)

Un maillage obtenu après déplacement est présenté en figure B.2c.

B.4.1.2 Calcul du terme d’advection de l’équation de Navier-Stokes

Nous choisissons de traiter le terme d’advection par une méthode des caractéristiques, qui
est connue pour sa stabilité (pas de condition CFL)[142]. Cette méthode, classique pour un
problème écrit sur un maillage fixe, ne l’est pas lorsque le maillage se déplace. Afin d’étendre
la méthode au formalisme ALE, et en s’inspirant de [142], nous écrivons la caractéristique
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sur un autre domaine de référence, le domaine à un instant τ donné. Nous introduisons ainsi
Aτ,t la transformation entre Ωτ et Ωt :

Aτ,t : Ωτ → Ωt, Aτ,t(x) = Ât ◦ Â−1
τ (x). (B.35)

Toute fonction ψ définie sur Ωt peut être écrite sur le domaine Ωτ :

ψτ (x, t) = ψ(Aτ,t(x), t), x ∈ Ωτ . (B.36)

Nous désignons par ∂ψ
∂t

∣∣∣∣∣
τ

la dérivée en temps ALE par rapport à un point fixe dans Ωτ :

∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
τ

(x, t) = ∂ψτ
∂t

(At,τ (x), t) . (B.37)

Notons que nous avons unicité de la dérivée ALE, i.e. :

∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
τ

= ∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
x̂

, ∀τ, (B.38)

ce qui signifie que la dérivée ALE peut être définie par rapport à n’importe quel domaine
fixe Ωτ . Cette propriété se démontre en remarquant que :

∂ψ

∂t

∣∣∣∣∣
τ

(x, t) = ∂ψ

∂t
(x, t) +

(
∂Aτ,t
∂t

(At,τ , t)
)
.∇ψ(x, t), (B.39)

et que :

∂Aτ,t
∂t

(x) = ∂(Ât ◦ Â−1
τ )

∂t
(x) = ∂Ât

∂t
(Â−1

τ (x)) = ĉt(Â−1
τ (x)) = ct(Aτ,t(x)). (B.40)

Nous obtenons alors (B.38) par comparaison avec (B.33).
L’équation de Navier-Stokes se réécrit en formalisme ALE à l’instant t :

∂ρfV

∂t

∣∣∣∣∣
τ

+ ((V − c).∇) (ρfV )− η∆V +∇p = 0 dans Ωt. (B.41)

La validité de cette expression peut être vérifiée pour deux cas particuliers. Tout d’abord, si
le maillage est immobile c = 0, le domaine est constant au cours du temps et la dérivée ALE
est égale à la dérivée eulérienne : nous retrouvons la forme classique de l’équation de Navier-
Stokes. Si la vitesse du maillage est égale à la vitesse du fluide, la dérivée ALE est égale à la
dérivée totale (dérivée lagrangienne), et le terme ((V − c).∇) (ρfV ) est effectivement nul.

Dans la formulation variationnelle (B.24), le terme d’advection se réécrit :

dρV
dt = ∂ρV

∂t

∣∣∣∣∣
τ

+ ((V − c).∇) (ρV ). (B.42)

La caractéristique X̂(τ,x; .) est définie pour x ∈ Ωτ par le problème de Cauchy suivant :
∂Xτ (τ,x; s)

∂s
= (V τ − cτ ) (Xτ (τ,x; s), s) ,

Xτ (τ,x; τ) = x.
(B.43)
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B.4.2 Discrétisation en temps
Le temps est discrétisé de manière uniforme tn = n∆t, où ∆t est le pas de temps

(typiquement ∆t = 5 × 10−3). Nous supposons le champ de vitesse connu au temps tn, et
nous cherchons sa valeur au temps tn+1 (le problème est initialisé en résolvant l’équation
de Stokes). Nous notons par un indice n l’approximation des variables au temps tn (par
exemple V n ' V (tn)). La transformation ALE est discrétisée en temps, l’approximation de
Âtn est notée Ân et celle de Atn′ ,tn est notée An′,n.

Nous choissisons τ = tn+1, et nous linéarisons le problème de Cauchy (B.43) :

∂Xn+1

∂s
(tn+1,x, s) '

(
V n

n+1 − cnn+1

)
(x) . (B.44)

Le pied de la caractéristique Xn+1(tn+1,x, tn) est donc approché par :

Xn
n+1(x) = x−∆t (V n

n+1 − cnn+1)(x), x ∈ Ωn+1. (B.45)

Le terme d’advection (voir Éq. (B.42)) est alors approché par :

1
∆t

(
(ρn+1V n+1)(x)− (ρnn+1V

n
n+1)(Xn

n+1(x))
)
, x ∈ Ωn+1. (B.46)

Le maillage du domaine Ω̂ est noté T̂h, et celui du domaine Ωn est noté T nh . L’équa-
tion (B.46) met en jeu des termes de type ψnn+1 = ψn ◦An+1,n. Dans les méthodes d’éléments
finis, les variables sont représentées par leur valeur aux nœuds i du maillage (et éventuelle-
ment en d’autres points, comme es barycentres des nœuds du maillage). Pour obtenir ψnn+1,
il suffit de conserver la valeur de ψn (résultat au pas n et calculée sur T nh ) au nœud i pen-
dant le déplacement du maillage de T nh à T n+1

h . Dans FreeFem++, ceci revient à recopier les
tableaux correspondant à ψ après mis à jour du maillage. À cause de la manière dont est
codé FreeFem++, il faut veiller à réinitialiser à zéro les tableaux avant copie (voir Fig. B.3
), afin qu’ils soient définis sur le nouveau mailage.

Th = movemesh(Th0 ,[x,y+d]); // Mise a jour du maillage
// Densite
rhoprec=0.; // Reinitialisation du tableau
rhoprec[]=rho[]; // Copie des valeurs

Figure B.3 – Mise à jour du tableau contenant les valeurs de la densité, dans FreeFem++.
Ici rhoprec est défini sur le nouveau maillage T n+1

h alors que rho est encore défini sur le
maillage précédent T nh .

Ensuite, l’advection est réalisée grâce à la foncion convect de FreeFem++.

B.4.3 Contrainte liée à la rigidité du cylindre
Il n’est pas possible de choisir dans FreeFem++ des éléments finis qui vérifient la contrainte

de rigidité du cylindre ∇V = 0, c’est-à-dire dans KC .
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La contrainte de mouvement rigide est gérée par pénalisation. L’idée est de choisir une
base d’éléménts finis dans H ∩Kx, et d’ajouter un terme dans la formulation variationnelle
qui contraint le champ de vitesse à être constant dans le cylindre.

Le problème variationel (B.24) peut se réécrire sous forme de la minimisation d’un fonc-
tionnnelle Jn+1(u) :

Jn+1(u) = 1
2

∫
Ωn+1

ρn+1u2 −
∫

Ωn+1

(
(ρnn+1u

n
n+1) ◦Xn

n+1

)
.u

+η∆t
∫

Ωn+1
D(u) : D(u) + λ(∆t)ex.

∫
Cn+1

u−∆t
∫

Ωn+1
fn+1.u, (B.47)

où le seul exposant qui indique un carré est celui u2. La solution de (B.24) minimise Jn+1(u) :

P

 V ∈ H ∩K∇ ∩KC ,
Jn+1(V ) = min

u∈H∩K∇∩KC
Jn+1(u). (B.48)

Le problème de minimisation P est approché par le problème suivant :

Pε

 Vε ∈ H ∩K∇,
Jn+1
ε (V ε) = min

u∈H∩K∇
Jn+1
ε (u),. (B.49)

où
Jε,n+1(u) = Jn+1(u) + 1

ε

∫
C
∇(u) : ∇(u). (B.50)

Le paramètre ε est choisi petit (typiquement 10−6) de telle sorte que la contrainte de vitesse
constante dans C soit suffisamment bien vérifiée (V ε ' V ).

B.4.4 Résolution des problèmes de point selle
B.4.4.1 Contrainte d’incompressibilité

La contrainte d’incompressibilité V ∈ K∇ est imposée par dualité. Il s’agit d’une mé-
thode classique pour l’équation de Navier-Stokes (problème mixte) [64, 139], dans laquelle
le champ de pression est le multiplicateur de Lagrange. Le couple vitesse-pression est appro-
ché par des éléments mixtes P1-bulle/P1 qui permettent d’assurer la stabilité de la méthode
numérique[145, 146].

B.4.4.2 Contrainte liée à l’immobilité du cylindre selon x

La contrainte liée au fil de suspension (pas de mouvement selon y) est imposée par
dualité. Le multiplicateur de Lagrange λ est calculé en utilisant le fait que l’application
λ → V λ est affine. La solution du problème (B.24) est recherchée dans H (la contrainte
V ∈ KC a été relaxée par pénalisation). Cette solution est calculée pour les valeurs λ0 = 0
et λ1 = 1 ; ces solutions sont notées respectivement V 0 et V 1.

Comme le problème est linéaire en λ, la solution (V , p) est donnée par le principe de
superposition :

V = V 0 + λ(V 1 − V 0),
p = p0 + λ(p1 − p0), (B.51)
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qui vérifie bien les conditions aux limites et est bien solution de (B.24). La valeur de λ
s’obtient en écrivant la contrainte d’absence de mouvement selon x :

ex.
∫
C
V = 0⇔ ex.

∫
C
V 0 + λex.

∫
C

(V 1 − V 0) = 0, (B.52)

ce qui permet de calculer λ.

B.4.5 Oscillations forcées du cylindre
Dans cette section, nous traitons le cas d’un cylindre dont le mouvement est imposé.

Pour cela, nous modifions légèrement la méthode numérique.
Le mouvement uniforme dans C est géré par pénalisation. Nous imposons par dualité une

vitesse moyenne nulle selon x et une vitesse moyenne Vcible sinusoïdale selon y. Le champs
de vitesse V doit ainsi vérifier :

ex.
∫
C
V = 0,

ey.
∫
C
V = ||C||Vcible. (B.53)

Ces conditions sont imposées à l’aide de deux multiplicateurs de Lagrange λx et λy. Le terme
λex.

∫
C u de (B.24) est remplacé par λxex.

∫
C u+ λyey.

∫
C u.

La contrainte liée aux multiplicateurs de Lagrange est affine : la solution du problème est
calculée pour les valeurs (λx, λy) = (0, 0), (λx, λy) = (1, 0) et (λx, λy) = (0, 1). Comme pour
les oscillations libres, la solution recherchée est une combinaison linéaire des trois solutions
obtenues pour les valeurs particulières de (λx, λy) ; les valeurs de λx et λy sont obtenues à
partir de (B.53).

B.4.6 Bilan : implantation sous FreeFem++
B.4.6.1 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle utilisée pour le problème des oscillations libres, d’unique
inconnue V , est la suivante :∫

Ωn+1
ρn+1V .u−

∫
Ωn+1

(
(ρnn+1V

n
n+1) ◦Xn

n+1

)
.u− (∆t)

∫
Ωn+1

f .u+

λ(∆t)ex.
∫
Cn+1

u+ 2(∆t)
ε

∫
Cn+1
∇(V ) : ∇(u) = 0,∀u ∈ H̃, (B.54)

q∇.V = 0,∀q ∈ Λ∇. (B.55)

La formulation variationnelle, implantée sous FreeFem++ est donnée par B.4. Dans l’équa-
tion de Navier-Stokes, la pression est définie à une constante près. Il n’est pas possible de
fixer directement cette constante dans FreeFem++, par exemple en fixant la valeur moyenne
de la pression (par exemple p ∈ Λ∇). Le petit paramètre εp (typiquement 10−9) permet de
lever l’indétermination sur la valeur de p [64].

B.4.6.2 Algorithme

Lors d’une itération en temps, les opérations suivantes sont effectuées successivement :
1. résolution de la formulation variationnelle (B.54) pour λ0 = 0 et λ1 = 1,
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problem NStokes([Vx,Vy,p],[ux,uy,q],solver=Crout)=
int2d(Th)(rho*Vx*ux + rho*Vy*uy
//
+eta*dt*(2*dx(Vx)*dx(ux)+dy(Vx)*dy(ux)+dx(Vy)*dx(uy)
+2*dy(Vy)*dy(uy)+dy(Vx)*dx(uy)+dx(Vy)*dy(ux)))
//
+int2d(Th)
(-convect([Vxprec,Vyprec-c],-dt,rhoprec*Vxprec)*ux
-convect([Vxprec,Vyprec-c],-dt,rhoprec*Vyprec)*uy)
//
+int2d(Th)(eps*p*q - dt*(p*dx(ux)+p*dy(uy)
+ q*dx(Vx) + q*dy(Vy)))
//
//penalisation du mouvement uniforme
+int2d(Th)(2*car*dt*
(dx(Vx)*dx(ux)+dy(Vx)*dy(ux)+dx(Vy)*dx(uy)
+dy(Vy)*dy(uy))/epsilon)
//
//dualite pour la contrainte de point d’attache
+int2d(Th)(car*dt*ex*ux *lambda)
//
//force exterieure
-int2d(Th)(dt*(fx*ux + fy*uy))
//
//conditions aux bords
+on(2,4,Vx=0,Vy=0)
+on(1,Vx=Vpoiseuille,Vy=0);

rho rhoprec Vx Vxprec car dt Th epsilon eps Vpoiseuille
ρn+1 ρn V n+1.ex V n.ex χC ∆t T n+1

h ε εp Éq. (B.5)

Figure B.4 – Formulation variationnelle implantée dans FreeFem++. Le tableau donne la
signification de certains noms utilisés dans le code.

2. détermination de λ en utilisant (B.52), puis de V et p par combinaison linéaire, en
utilisant (B.51),

3. calcul de la vitesse du cylindre grâce à la formule :

V C = 1
||C||

∫
C
V , (B.56)

4. déplacement du maillage à partir de V C (voir Éq. (B.34)),

5. mise à jour de ρn+1, ρn et V n.
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B.5 Calcul des forces
La force hydrodynamique s’exerçant sur un solide est définie comme une intégrale de

bord, sur l’interface entre le solide et le fluide. Numériquement, l’évaluation d’une intégrale
de contour manque de précision, à cause du terme de gradient de vitesse qui n’est pas défini
directement sur ce contour. Nous cherchons donc à exprimer la force sous la forme d’une
intégrale portant sur tout le domaine fluide en n’utilisant que des intégrales de surface.

Pour calculer la force hydrodynamique selon x qui s’exerce sur le cylindre, nous construi-
sons une fonction ur telle que :

ur = (1, 0) dans C,
ur = (0, 0) sur ∂Ω, (B.57)

et qui est solution d’une équation de Laplace (ce dernier choix n’est pas le seul possible).
La force hydrodynamique selon x vaut :

Fx =
∫
∂C

(σ.n).ex (B.58)

=
∫
∂C

(σ.n).ur (B.59)

=
∫

Ωf
(∇.σ).ur +

∫
Ωf
σ : (∇ur) (B.60)

=
∫

Ωf
(∇.σ).ur +

∫
Ωf
D(V ) : D(ur)−

∫
Ωf
p∇.ur (B.61)

= 1
∆t

∫
Ωf

(
ρn+1V n+1 − (ρnn+1V

n
n+1) ◦Xn

n+1

)
.ur

+
∫

Ωf
D(V ) : D(ur)−

∫
Ωf
p∇.ur. (B.62)

La ligne (B.58) est la définition de la force hydrodynamique, la ligne (B.59) est obtenue
grâce à la définition de ur (voir Éq. (B.57)), la ligne (B.60) est obtenue par la formule de
Green, la ligne (B.61) vient du développement de σ et de la symétrie deD(V ) et la dernière
ligne (B.62) provient de l’équation de Navier-Stokes, dont V est solution.

La force selon y est calculée en prenant ur = (0, 1) dans C.
La force de pression est calculée en utilisant l’intégrale de bord, car p est bien définie sur

∂C.

B.6 Tests numériques

B.6.1 Présentation des tests
Le but de cette section est de montrer que les paramètres effectivement choisis pour les

simulations numériques sont situés dans la gamme pour laquelle les résultats ont convergé.
Ces paramètres sont présentés en table B.1. Les tests sont réalisés pour les valeurs Re =
20 et ρs = 1, 19 et D = 0, 66 (diamètre du cylindre) pour lesquelles le cylindre oscille
spontanément. Les résultats numériques sont les caractéristiques de l’oscillation.

B.6.2 Influence du maillage
La finesse du maillage est quantifiée par le paramètre m. Le nombre de nœuds et de

triangles du maillage varient comme m2. Le maillage pour m = 5 est présenté en figure B.2.
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Table B.1 – Valeurs par défaut des tests numériques. L est la longueur du domaine Ω.

m ∆t ε εp L
10 5× 10−3 10−6 10−9 12

Le maillage choisi par défaut correspond à m = 10 et comporte 6 342 nœuds et 12 192
triangles. Le maillage est plus fin près du cylindre, où le champ de vitesse est complexe et
où le fluide passe par une ouverture faible. Il est plus fin en aval du cylindre qu’en amont,
où le champ de vitesse est presque un simple profil de Poiseuille.

Les figures B.5a et B.5b montrent que l’amplitude A et la fréquencef des oscillations
ont effectivement convergé pour la valeur choisie m = 10. Comme la finesse du maillage est
le paramètre qui influe le plus sur le temps de calcul, le choix de m = 10 correspond à la
valeur la plus faible pour laquelle la convergence est atteinte.

La figure B.5c montre que la force selon x, calculée à partir de la méthode développée
en section B.5, a effectivement convergé. Comme le cylindre est immobile en x, la somme
des forces agissant sur le cylindre dans cette direction est nulle. Ces forces se réduisent à
la force hydrodynamique et à la force de tension du fil, qui est reliée au multiplicateur de
Lagrange λ (voir Éq. (B.21)) : il est donc possible de calculer la force selon x à partir de λ.
Cette valeur converge, et elle est bien égale à la valeur issue du calcul direct.

La figure B.5d montre que la force selon y et la force de pression selon y ont elles aussi
convergé. Les valeurs de ces deux forces sont proches, mais rien ne l’impose a priori.

B.6.3 Influence des autres paramètres
Dans cette section, nous étudions la convergence de l’amplitude et de la fréquence de

l’oscillation pour les autres paramètres.
La longueur L du domaine Ω choisie est assez grande, comme le montre la figure B.6.

Cette longueur influe très faiblement sur le résultat, ce qui confirme le fait que l’oscillation
du cylindre est liée à ce qui ce passe près de celui-ci.

Le pas de temps a bien été choisi suffisamment petit, comme l’illustre la figure B.7. La
figure B.8 montre qu’il en est de même pour le paramètre de pénalisation ε.

Enfin, la figure B.9 montre que le paramètre qui permet de fixer la constante de la
pression est bien choisi. D’autres tests ont montré que si ce paramètre est pris égal à zéro,
le programme s’arrête parce que la matrice de rigidité n’est pas inversible.

B.6.4 Bilan
Les graphes de cette section montrent que pour les valeurs de paramètres choisis, le

facteur qui influe le plus sur la convergence est la finesse du maillage m. Les résultats ont
convergé, à 5% près environ pour l’amplitude de l’oscillation, qui est le paramètre dont la
convergence est la plus lente.
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A

(a) (b)

(c) (d)

Figure B.5 – Résultats en fonctions de la finesse du maillage m. Les points en noir corres-
pondent au paramètre de base m = 10. (a) : amplitude de l’oscillation. (b) : fréquence de
l’oscillation. (c) : valeur moyenne de la force selon x. N : calcul direct (voir section B.5), ◦ :
calcul à partie de λ. (b) : H : force selon y, ♦ : force de pression selon y.
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A

(a) (b)

Figure B.6 – Résultats en fonctions de la longueur du domaine L. Les points en noir
correspondent au paramètre de base L = 12. (a) : amplitude de l’oscillation. (b) : fréquence
de l’oscillation.

Δt

A

(a)

Δt

(b)

Figure B.7 – Résultats en fonctions du pas de temps ∆t. Les points en noir correspondent
au paramètre de base ∆t = 5 × 10−3. (a) : amplitude de l’oscillation. (b) : fréquence de
l’oscillation.
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A

(a) (b)

Figure B.8 – Résultats en fonctions du paramètre de pénalisation ε. Les points en noir
correspondent au paramètre de base ε = 10−6. (a) : amplitude de l’oscillation. (b) : fréquence
de l’oscillation.

εp

A

(a)

εp

(b)

Figure B.9 – Résultats en fonctions du paramètre εp, qui permet de fixer la constante de la
pression. Les points en noir correspondent au paramètre de base εp = 10−9. (a) : amplitude
de l’oscillation. (b) : fréquence de l’oscillation.
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Résumé
Le déplacement d’objets allongés dans un fluide se retrouve dans de nombreux domaines tels que la
récupération du pétrole, la production du papier ou la nage de micro-organismes. Dans ce travail,
nous étudions le comportement d’une fibre cylindrique longue dans un écoulement en géométrie
confinée (fracture, canal microfluidique). Dans un premier temps, les forces de trainée exercées sur
la fibre ont été déterminées expérimentalement et numériquement en fonction de son orientation
et de sa position dans l’ouverture. Lorsque la fibre est parallèle à l’écoulement, elle le perturbe
faiblement et une modélisation 2D est suffisante ; au contraire, lorsqu’elle est perpendiculaire,
l’écoulement devient 3D quand le blocage est incomplet. Pour cette orientation, la portance est
suffisante pour maintenir l’objet au centre de l’écoulement. Pour un nombre de Reynolds de l’ordre
de 20, cette position devient instable : le cylindre oscille entre les deux parois. Le seuil de l’instabilité
est inférieur au seuil d’émission des tourbillons de Bénard-Von Kármán. La position du cylindre
est modélisée par une équation de Van der Pol qui prédit quantitativement la bifurcation de Hopf
du système. Une interprétation hydrodynamique des coefficients de cette équation est présentée.
Nous présentons et validons ensuite une méthode de traitement d’image, qui détermine de manière
analytique la forme d’une fibre avec une précision sub-pixel. De plus, l’angle du vecteur tangent et
la courbure de la fibre - essentielle car reliée à son moment fléchissant - sont mesurés avec précision.

Mots clés : instabilité oscillatoire, couplage fluide-structure, corrélation d’images,
forces hydrodynamiques, milieux poreux et fracturés, fibre flexible

Abstract
The motion of elongated objects in a fluid is encountered in many scientific fields, ranging from
oil recovery and paper production to microorganism swimming. In the present thesis we study
the behavior of a long cylindrical fiber in a confined flow (fracture, microfluidic channel). We
first determine both experimentally and numerically the drag on this object as a function of its
orientation and position in the aperture. A fiber parallel to the flow only slightly perturbs the flow,
and the force on it can be estimated using 2D models. On the contrary, if it is perpendicular to
the flow, the latter becomes 3D if blockage is partial. In this configuration, the lift is sufficient to
keep the cylinder in the middle of the flow. For Reynolds numbers higher than 20, this position
becomes unstable and the cylinder oscillates between the walls. The threshold of this instability
is lower than that of Bénard-Von Kármán vortex shedding. The position of the cylinder satisfies
a Van der Pol equation, which allows for a quantitative prediction of the Hopf bifurcation of the
system. A hydrodynamic interpretation of the coefficients of this equation is given. We also develop
and validate a new image processing method, which give the shape of the fiber with a sub-pixel
precision. Moreover, the tangent vector angle and the curvature, of interest because it is related to
the bending moment, are accurately measured.

Keywords : oscillatory instability, flow-structure coupling, image correlation,
hydrodynamic forces, porous and fractured media, flexible fiber
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